ALGORITMO PARA LA COMPENSACION
DE UN SISTEMA DE ECUACIONES

POR EL METODO DE

MINIMOS CUADRADOS

I, Avgawoso Ao B

El algoritmo consiste en transformaciones bomogéneas
de uma mariz rectangular que contiene: mp filas

¥ ity colummnas. Los elementos de la matriz son los
cogfictentes de las incognilas, los términos
indghendientes, y otvos datos de entrada, antes de que
el cailcrlo se inicie. Desprids de realizado un mimero
adecuado de transformaciones, obienemos como
resullado: residuales, valoves de las incognitas, efc. , en
las posiciones de los datos de entrada.

INTRODUCCHON
En las fGrmulas presentadas & continuacidn
H
=
representa el elemento de 1a fla |y de la columna j; ebtenida

después de la h-ada transformacion, De acuerde a este simbalisno
los elementos de la maniz inicial serin;

0
Las Mormulas del algonitmo K som:
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En la primera transformacion, la farmula (1) se aplica para la primera columna
(h=1J, v la formula (2} se aplica para las siguientes columnas G = 2.3, .n+0).

En la sepunda transformacién, la formula (1) sc aplica para la segunda
columna Ch = 2), v la formula (2) para las siguienies columnas (= 3.4, n+r),
¥ As] SUCesvAmenis,

Finaimenie en ka n—ada transformacion 1a Grmula (1) se aplica para la n-ada
columna (h =n), y la formula (2) para las siguientes columnas (=n+1,n0+2. ...+,

Observamos que en fa j — ada transformacion las j— 1 columnas no varian,

Aplicaciones para la compensaciin de un Sistema de Ecuaciones de Observa-
IS,

sea el sistema siguiente, que contiene m ecuadones de observaciones de
peso uniforme, con n incognilas (m>n) -

I.-’j - T W T AR B e g +.£|m:-|:‘l1 +11

¥ = a, x + a.x, +EEJ{3.... azrrxr: +_'|'__.:| o wis B

Ademas consideremes las siguientes funciones o restricdones que deben
cumnplir 1as inchgnitas:
fl = 'u']:l.Hl T u;u:l".'{f MR mm”:. +¢1

£ = a2 +ox 4., 0, +¢'..- {4)
5= thox + BX, Foua. X +¢F

Formamos ahora la matniz para el ciloulo del algoritme K, que nos permitics
caloular las residuales (3} y los valores de las funciones (4), junto con 3}5 COrmES.-
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pondientes errores medios. En un caso particular, las incognitas; X1, Xz,...,

s Ll

pueden ser dirclaments calauladas en vez de las funciones (4) si asumimos

h=x1 f2 =x2 , elcC,
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Fl orden de esta matniz es: (mdpixinte)
En este caso parmicular =1,

Fsla matriz &s transformada n veces de
acuerdo a las [rmulas del algoritme K.

Luego que esta malriz &5 ransformada
tendrd los valoses de las residuales v los
valores de las lunciones de lasinchgnitas
en la tlima colurmna.

La matriz transformada se presentard en
la siguiente fGrma:

El orden de @sta matriz es (m=pl(n=1).

El error medio de la p-ada funcidn de las
incagnitas es calculado sumando fos
cuadrados de los coeficientes transfor-
mados de la funcitn, de acuerdo a la
farmmula:

My=Myl D, (05,)°

5)

p=lii...p

mientras cque el error medio de la i - ada observacitn compensada, es -:ﬂlmlifﬂ’:t'l
surmando jos cuadrados de los coeficientes transformados de 1a i - ada ecuacion

de la resicdual.

M=

"
Z (5..)° (6)

h =1

i=12...m

dande Ma, s el ermr media de peso unitario,
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3 las observacifines no son todas
del mismo peso, deberdn reducirse
al mismo peso, multiplicando cada
una de ellas por la rmizcsadrada de

=i SU PES0.
EJEMPLO
D la figura correspondients a una red de niveladion, se tienen los siguientes
datos:
Diferencta de reval: [H) Diztanci is) pess 1000/
AB = | MY = 10,6838 m S1=1167 Km HE
AC= | H2 = 4,6783 si= 824 08
AD= |Hl = 18,5805 53= 70,42 49
CB= |HA 6,1963 5= €05 165
0w | HE = 12,6677 55 12,86 i
8D = | HE = 7.6657 £5=16.58 80

Bl peso unidad coresponde a una longitud de 1000 Km.

Las flechas en la figura indican direcciones ascendentes.
Consideramos quoe la cota de A es de S0.0000 m.

Las alturas observadas (H) son los desniveles medidos en e campo.
Para compensar esta red, supondremos que las cotas de B, C y D sean:

B o= 500000 + H1 + x1
C=500000 +Hz+x2 (1)
D= 500000 + H3 + x3

donde x1, x2, X3 son las comecciones comespondientes para que el circuilo derre,
Aplicando las ecmaciones de desnivel para las 6 lineas se tene:

X1

x

X3

X — ¥+ H - H2'— Hd
=32+ x3 — H2 + H% — H5
-X1+ x3— Hi + Hs - Hé
la unidad usada &5 el metro.
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I - x2+ 0.0002
-2+ xa+ 00135 (2)
=X1 ¥ x4+ 0.0100

Las 6 ecuadones de observaciones son de 1a forma:

m
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Escritas en forma matricial serin:

m Pesos X1 x2 X3 Wem.)
1 B3 | 0 0 i

2 108 ] 1 (1] o

3 49 0 0 1 0

4 165 1 -1 0 0.92

5 7H 0 -1 1 1.35

& a0 !, | 0 1 1.00

los Wrminos independientes los tomaremos al centdmerro.

Previamente multiplicaremas cada ecuadén porla raiz cuadrada de sus pesos
respectivos, ¥ agregamos Ja matriz unidad para obtener mediante el algoritmo
K, los valores de x1, %2 v x3 directamentes,

La matriz quedard asi:

= ey

1.|r 85 0 0 0 Esta matriz es de orden
0 108 D 0 (B+3xC3+1)
w2 7 A
165 —y165 o 0.924/1 m=5 p~3
o (B (B 135/78 | n=3 r-1
~{80 o (60 1.00,/60
En la primeéra ransforma-
1 0 0 ] citin, la fdrmula (1) se aplica
0 1 0 0 para la primera columna
] 1 i (h=1)

la f&rmiala (1) para estos valores se convertiria en ¢ste ejemplo:

al ('

a:;]:_. - donde i = 1,2.3,...9 (filas)
q‘ Yy (a)°
i=1

el desarralle dal sumatosio del denomimacdor serd:

E{aﬂf = W5 + (0) + {00 + (/165 + (0)F + (60} = 310

i=1
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tuego:

a" ~JB5
i=1 al = M - = 0.5236
J 310 310
o i = B 22 S oo Ed - hger
I=2.3.,5,8,9 ao=d sa =g =g = 0
a’ JlEE
i=4 a = —=_ - = 0.7296
J310 310
a’ -./60
g gd= — = =0,4399
1 +J 310 310
e . ag 1
im ag= = e 0.0568
310 +f310

La formula (23 se aplica para =234 he=1

_ a4
(7=2) 51}2 =%ﬂ2 -E-—__ é-?‘ af.l E'.IqE L e o it
sumatorin o8 ol pro-
2{5191: 2 it
i=1 wectores colimnas de
ordenes (G0,

i
.tEl afi .5'1'?3= [VBS. O0#0 . TOE+0. 0+ (JTER) (~fTES) +0 T+ (~/E0) .01=—165

recmplazando valores en (7Y

(=165
Hio= dyp =&, —ar

e . Y
i=1 djy = ajp Ta

. (=363} A= {=345)
i=2 a), = &, =—aj _ﬁ =¥108- ——— = 10,3923
1 310
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Para la primera transformada la matriz quedard en [a siguiente forma:

0.5236 §.9072 x x
{1} 103925 . T
1L 1 8 X X
1. 7204 x x I
1} x X X
=435 = x x
00508 x X X
0 x X x
) ¥ ¥ X

A esta matriz se le vuelve aplicar la Formula (13 (h=2) :

E}g eomo la famula lo indica se aplicaa la

E,E;-=—— {(I)" sepgunda columna de esta dltima matriz
Iy
ﬁ‘Ze’a”}
i=1

v la formula (2) se aplica para la tercera y cuarta columnas (=3,4) (h=2)

5 y asi sucesivamente se
E 31—_3 13” hacen tres transformacio-
(=3) &= aia— Ay e — = (TT) " Mes porque hay wes In-
i Poam chpgnitas
(.

=4

Elecwando las tes transformaciones respectivas se oblienern:

15231 03022 0,3368 ~1.6920
i, a7 0.3818 5 M
0, . .6153 —5.1057
0. 7295 —03704 ~TE2 1.3770
i} (15445 (L4518 1.1184
{14309 —0.2542 (. 3576 3.4195
00565 (L0528 (L0306 01843
0 Q.0G16 (L0367 0.4 88
0. 0. {.0879 ~0T422

Los valores de x1, x2 y X3 500:
x1 = —. 1843 cm

x2= (4808

x5 = =), 7422

ipuf'i= (=1.6926)% + (5.0004)7 + (-5.1957)* + (3.2770)7+

) $1.1184)7 + (3.4195)% = 7H.5467
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M 18.5467 =% 5.1169 cm
e

el error medio para 1 Km. seria:

5. 1160 f..&{ﬂ} =% (.16 cm
Los errores medios de las incbgnitas secin:

= m,\/(0.0568)* + (0.0328) + (0.0366)* = 0.3843 cm
= M,/ 07 +(0.0616) + (0.0367) = 0.3669

RL} - %._."ua + 0P + (0.0879) = 0.4408

Los valomes de las "v" serin:

v1 =-0,1836 va=04812 w3 =_0 7422
véi= 02551 wvs=002006 wi= 0.4415

obtenidos de la dltma columna de la matriz transformada, dividiéndola entre la
raiz cuadrada de los pesos comespondientes,
Reemplazando valores en las ecuaciones (2) se obtienen:

vl = =0,1843 v = (4808 w3 =-0.7422
vi = 0.2549 vi= 01270 vi= 0.4421

(estos valores estin dados en om) que concuerdan con los valores obtenidos
directamente de la matriz transformada. Haciendo ¢l redondeo al décimo de
milimetro, sc lendrin los resullados siguientes:

Cotas
B = &0,85320 + 0.0038 m

o= 546831 £ 00037 m
D = GR.5521 £ 005 m

CONCLUSIONES .-

El algoritmo K, aunque no es apopiadoe par ciloulos manuales, es muy
conveniente para programacion y computacion. Las formulas ddicas (1) v (2)
definen este alporitmo que permite resclver muchos problemas por medio del
mitodo de minimos cuadrados, sin necesidad de obtener las ecuaciones
nomales, la solucitin directa e inversa, cilculo de residuales, eic.. Bs especial-
mente recomendado donde se necesite conocer das las caracteristicas de
precision de los resultados de la compensacion.
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