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ESTIMADORES ROBUSTOS

| DE POSICION

Mc. Mo Mmace Mezs

Este trabajo se ocupa de problemas de robustez, y en
particular de los estimadores robustos de posicion.

Daelo una muesira de tamaio finito n, se proponen
varias estimadores para el pardmeiro de posicion de una
poblacion determinada. Para cada estimador se
determing su medida de sensibilidad, con la finalidad de
determinar 51 estos estimadores son robustos en el sentido
de que sean resistenies a la influencia de

una observacion separada de la masa de datos,

1.- INTRODUCCION

En 1wda époc, el conocmiento
humano de un modo general se ooupd
en construir modelos para poder ex-
plicar el comporamiento de un fend-
menode la naturaleza. En particularlos
estadisticos crearon métodos v mocde-
los para hacer el estudio de los datos,
¥ de esta manera obiener informacitn
(til v vélida sobre alguna caracierdstica
de la poblacidn en esmdio,

En el presente sigho se han dado
cincn mayones desamollos en Fstadistics:

Frimero,Ja contribucion conceptual
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dadz por RA. FISHER (1921), JERSEY
NEYMANN y EGON PEARSON (1933):
segundo, la influencia de lateoria de la
medida por KOLMOGOROV (1933);
tercern,el desarrollo tecnoldgico muy
ripido de las computadoras;cuano, el
descubrimiento de distribuciones libres
allamente eficientes; y quinto la
robustizacion de muchos procedi-
mientos clisicos. Sobre todo en los
altimos 30 afos, estadisticos de todas
las ciencias han hecho apories bajo Ia
bandera dela robusicz, Fspecificamenie
HUBER (1964) v HAMPEL (1968) han
side los modernos perindistas dedica-



dos a escribir articulos sobre robustez,
probablemente porque comprendieron
|2 aceptacion de la idea de que muchos
estudios estadisticos nuevos eran in-
completos sin daruna aiencitn seria al
efecto de cambios leves en las suposi-
ciones que s hacen sobre el fendme-
no fisico en esudio.

Para hacer posible la construccian

deun modelo que explique el compor-
tamiento del fendmeno, &3 necesarnio
hacer suposiciones sobre el fentmeno
en estudio, suposiciones que son di-
ficlles de probar, o que son hechas
como una primera aproximacidn &
porque fueron hechas en estudios pa-
recidos o, peor ain, se desea forzaruna
realidad para que se justifique una
aplicacitn de dena técnica, De todas
maneras, 2 panir del modelo gue juz-
gamos (subjetivamente en mayor o
menor medida) como el mids adecua-
do, deducimos ciertas técnicas de
inferencia. Como nunca podemos 1e-
ner la certera de la validez de las
suposiciones que nos han conducido a
la construccion de estas técnicas ¢
natural que busquemos lécnicas o
procedimientos que sean en Ceno
modo resistentes a los desvios de las
suposiciones hechas. A estas 1ecnicas
s¢ le denominan "procedimientos ro-
bustos”.
Por lo expuesio, diremos que un
procedimiento estadistico es robusto si
no es muy sensible a las desviaciones
de las suposiciones en las cudles se
basa.

HAMPEL F.R. (1968) sostiene de
que las razones por las que las des-

viaciones antes mencionadas se hacen
siempre presenies son:

1) Dcorrencias de errores gro-
seros (OUTLIER), significa que un
valor observado puede haber sido
copiado incormectamente o mal medi-
do por el instrumento de medictn.

b) Ocurrencias de errores de
redondeo, esto ocurre por la limita-
cdbn de precisidn en todas las medi-
clones, oourre espedalmenie en los
datns provenientes de varnables conr-
nuas, pues deben ser inevitablemente
redondeadas.

¢} Los provenientes de la apro-
ximacion del modelo a 1a realidad,
debido a [a dificultad que lenemos
para trabajar con el modelo real Como
ejemnplo, tenemos, lo que ocurre con el
teorema del limite central,

En resumen,queremos obtener
estimadores cuyas distibudones se
alteren levemente cuando la distribu-
cifin real de las observaciones se alejen
ligeramente del modelo paramétrico
propuesto,

Z.- PARAMETROS DE POSICION

Hay muchas razones para recolec-
tar y examinar datos, pero nuestra
atencin so mestringird a siluaciones
donde Ios datos pueden ser conside-
rados como una muestra de valores
numéricos selecdonados de una po-
blacitn determinada. Aqui la forma
idealizada de 1a poblacion serd repre-
sentada por su distribucion acumulada
de probabilidad F. Trataremos de ver
que la distribucioin de los datoses F, y
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mds-adn si podemos examinar toda la
poblacion, muchas posibles F's pueden
=er modelos adecsados pama los dans,
Realmente se trata de encontrar una
distribucién F para los datos, o una
familia y de F's, la cual puede repre-
senfar a la poblacin de la que se
exiracn los datos, ¥ que es convenients
manipular matematcamente.
Ademas, en el contexto cientifico
de la poblaciin podemos encontrar

una medida para los paramétros des-
conocldos de la familia .
Defindcidn 1.- Sea X una vanable
aleatoria con distnbudcin scomulads
de probabilidad F y que para cada
nimero real L denotamos 12 distribu-
dtn de X + 4 por F.. Entonces {F
e Ral s denomina Rmilia de distribu-
cienes de probabilidad de pardmetros
de posicidn @ generados por P, De
acuerdo con esta definicion tenemos:

l-'H{x}=FE};+u5xl—P'l}f£x-uI-FI:x-u}_xEI{

Si F tiene funcitn de densidad [ entonces diremos que el pardmetro L es
un parimetro de posiciion, si la funcion de densidad ) puede ser escrita
como una funcion de x - |4, es decir; {x0 = hix - u).

En resumen podemaos decir que, | es parimetro de posicion de la pobla-
citn generada por I, si la distribucion de X - §t es independiente de p, dénde
X es la caracteristica de la poblacion en estudio.

Ejemplo N1 .- 8i X es una variable aleatoria con distribucidn N{u, 13, en-
tonces W es paramétre de posicidn de la poblacitn generada por N{u, 1),

pues (X - W) es N0, 1).

Ejernplo N*2.- 5i X ¢5 una varable aleatoria, con distribucidn uniforme
(8 - 1/2, B +1/2), entonces B es parimetro de posicion, pues;

-

flx8) = 4
0 en oo cso
|_1 8 -1/2 =y <13
m
T Dy Cas

=

(B Pl A I UGITRE] B 3 F eRE

sixe=<l-1/2 B+1/01

si-l/2=x-8<1/2

{1 en olro caso

= hiy) donde y =x - 8,



2.~ ESTIMADORES ROBUSTOS DE
POSTCION

Dado el parimetro de posicidn jJL v
la hipdiesis comiin de la inferenda
parimetrica clisica de que la distribu-
cion de alguna caradenstica en estudio
X o5

‘r"'FL = Fix- ) xeR, queremos en-
conirar técnicas aliernatvas de esu-
macién a la sugerida por el método
habitual: - méods de mixima verosi-
militud - ., Hacemos esto, porque el
méiodo de mixima verosimilitud nos
conduce a tomar como estimador de

la media poblacional p 2 la media
muestral:

v i
K=E.‘ll.'i.-"n

Que ene un compofamiento muy
desagradable cudndo la disribucion
de la caracteristica en estudio X, no
pene disnbucdn normal

Por ejemplo (3), si X, X,.... X, e5
una muesira seleccionada de alguna
poblacion tal que-

X,=5, K,=6, X,=7, X,=8, X,=0, X,=10, X =11, X,=12, X=13, X, =14. Enlonces:

willnr] i

X= EX],-’]G =0510=05 St cambiamos el valor de ](m- 14
i1 _ por X,,~14,000,

entonces; _ S+ 6 +.+ 15+ 14,000

Wi
10

= 1,408.1.

asi vemos que el cambio de una observacion del conjunto de datos modifict
dristicamente el valor del estimador X, Esto es, el estimador X de |t no e3 re-
sistente a los cambios que s¢ puede hacer a una pequena parte de los datos.

A continuacion presentamos algunos estimadores del parimetro de posicion
| de la poblacitn generada por la distribucion F.

3.1, L-ESTIMADORES

Definicion 2.- Sea X, X, ..., X, una muestra aleatoria seleccionada de una
pobladtn con funddn de distribucion acumulada F(x) = P[X<x]. Las variables
aleatorias denotadas por Y’, i=1,2 .. n esoes

¥, = mint X, 1., X
¥, = minl (X, X, 1Y, )

Y= mix X,,..., X_L

fn
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alque Y, £Y,£..£Y _, se denominan estadisticas de orden correspondientes
a la muestra aleatoria X, . X

Definicion 3 .- Sean ':’], Y., .. Y , las estadisticas de orden comespondiente
aunama X, .., X, selectionada de una poblacitn con distribucion

F pix} = Flx - p),pana todo xR,

Sean ademis iy B nimeros reales tal que 0= EL_E 1 si=12. n

n
y L =1 Un L-estimador del parimetro de posicion L con
i=1 ponderaciones a, .. a_, es dado por
A o
TR I;aj"l".L

(|

Se prueba que el parimetro de posicién de una distribucidn simétrica es el
centro de la simetria. Esta propiedad, combinada con las propiedades cormes-
pondientes de simetria de estadisticos de orden, nos conduce, cuando trabaja-
mos con distribuciones simétricas a considerar solamente L-estimadores con
ponderaciones simétncas,

Asi, todos los L-estimadores considerados en cste trabajo satisfacen la
:c:uiicﬁ‘:ndeqmai-am]“ f=1, 2 ..,002

Asi, los L-estimadores nos proveen estimadores insesgados del parimetro de
posicion . Estos tipos de L-estimadores son:

I- MEDIANA MUESTRAL

Sea X, X, ... X, una muestra aleatoria seleccionada de una poblacion con
distribuditm F pia, S¢ denomina estimador mediana muestral del parimetro de
posicion W a la estadistica dada por:

= ¥, y sin=2k+1
p_ =med(X, .. X)=
On Y V2 sn=2%

Il.- MEDHNA @ - TRUNCADA
Sea 0 < a < 1/2, Se denomina media @ -truncada de la muestra aleatoria
Ko o X, al L-estimador del pardmetro de posicion | dado por:

2 i 1 nlnall
Hy = B gt £ Y
n-Znall  i=lnol+1
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Los valores de @ que se utilizan con mayor frecuenda son los o tal que:
005 o = 0.15. 5e obhserva que el estimador trunca o defa afuera una
proporcion @ de los valores mayores de X, ., X, v una proporcion igoal de
los valores menores v oma solo la medis de 1-:35 valores centrales nesranies,

Por ejemplo,si n = 40 y a = (.10, entonces deja fuera [inal = 4 observadones
de mayor valor v 4 observaciones de menor valor, Luego se liene:

36

EYi
_ i=5
X, =

a2

Sea (<o <172 . Se denomina media o - winsorizada de la muestra aleatoria,
X, X, - X, al Lestimador del parimetro de posicion j dado por:

= 1 n-Iredi1
X = = (1 + Enol CY + un.lI:r} + = ‘:I"i
i, 0 z Tnal+) {nel S tihid

Se observa que este estimador promedia los valores centrales de la muestra
aleatoria, X, X,, ..., X, dejande fuera una proporcion o de valores mayores vy
una plEr[:H}Tl:lﬁl‘l :gua!l de valores menores. Los valores mayer y menor de Jos
valores centrales restantes reciben una ponderacién de [nall + 1 y el resto de
valores centrales una ponderacién igual a 1, de modo que la suma de
ponderaciones es igual a n.

V.- TRI- MEDIA

Se denomina estimadorti-media { & m-estimador de GASTWIRTH- RUBIN el
parimetrode posicién p basado en la muestra aleatoria, X, X, X, al Lestimador
dado por

e

L = Y ey * ZMEDC 0 X+ Y g

Ejermplo N¥3. Dada la ﬂaiui:n[e_mbla de datos hipottticos, cilcular la media,
mediana, X, .. X, o - T x{mﬂ Kmm y la tol-redia.

PR A G e T, RET
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TABLA 1 DATOS HIPOTETICOS

38 34| 3 | 40
36 7 32 33
43 26 34 39
¥ &0 3 41
44 05 35 o]

Salucitn

Las estadisticas de orden de los datos de 1a abla 1 son los siguicnics:

i : A Y | ¥, | d ¥,
1 24| & 32 | 11| 36 | 16 | 40
2 || 7 33 12| 37 | 17 | 41
3 8 3 [ 10| 38 | 18 | 43
q 2| 9 Mo 14| 3@ [ 19 | 44
5 3 | 00| 3 15| M| 2| =

Hacdiendo los cilculos respectivos, oblenemaos:

20
=
ek 633
4 D X= = — =3L75
20 20)

i) Para el ciiloulo de la mediana tenemaos: no=20(par), entonces k= 10 luego:

Yot ¥y 35 + 36
MED = = = 355

Er.ll.....xmj 5

i) Los estimadores media o -runcadas son:

0 1 19 619
- — E"l" =) A e 54.3'9
Hous Wl 18
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GrIvE

8 1 18 567 i
Ko™ ; E;". f F = 3544 BIBLIOTECA
- 1 17 408

Xoas = = ek = 35.57

vy Los estimadores media o - winsorzadas som:

= 1 12 671

Koosm ™ EI AY, + ¥ )+ f;_,:". ] =E = 33.55

N 1 17 705

Xoaow = ;l MY+ ¥ )+ :}:;f. 2 E = 3525

- 1 16 08

s ~ o LAY, + Y0 + f:__jY. Ja = = 35.40)

v} El valor del estimador ti- media es:

g 1 142

Xy =—[¥o+ MEDOQL, o, X )+ Y )= —— =355
4 4

Estos resuliados muestran lka inestabilidad de la media moesiral ocasionado
por la influendia del mayor y menor valor observado. Para estos datos, después
de calcular Iz media o -truncada (media o -winsorzada) para o = 0,10, esto es,
dejando fuera los dos valores menores y los dos mayores, las medias o -truncadas
{medias o -winsonizadas) son muy similares, dando asi una confianza de esta-

bilidad del estimador.
4.- MEDIDAS DE SENSIBILIDAD DE LOS ESTIMATMIRES
En el ejemplo (3), vimos como ¢l cambio del valor de una observadon por

otro valor mis grande en magnitud cambia el valor del estimador media
muestral, Entonces cabe preguntarse lo siguiente: jobmo podemos delerminar
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la infleencia de una chservacidn en el valor del estimador?, La respuesia 4 esta
prefunia fue dada, desde el punto de vista muestras pequedias (finitas) por
TURKEY a travéz de las "curvas de sensibilidad *, y desde el punto de vista de
miiesiras grandes (asintbtico) por HAMPEL por medio de las "carvas de
influgncia *

4. 1. CURVA DE SENSIBILIDAD

5:3:1 1’ .‘-{ , valoms de ung mia de Emano n-1 selecdonada de um
pﬂhhclﬁﬂ ccu"l &ﬂn’huﬂéﬂ Pk, Ts:::a']‘ 'I:"'{I, ,}E }E]cslunar,lur dil parimetro
de posiceon W, Entonces, ¢l ecambio en el vainr d!:l-l-."-‘ﬁ[ll'r'lvﬂdﬂl' cuando el valor de
la n-Esima observacion igual a x es indufdo seri:

To (X, X0 0T 0, %)

Bl
Definicién 4.- Se denomina curva Je sensibilidad del estimador T, con
respeaca T a kb funcidn real:

C5_: B— R definida por;
C5, 100 = nlT 0K, X 00 - T (X, X )

Aqui observamos primeramente quc 1z curva de sensibitidad es funcién de
la observaddn adicional x, pero también depende de 13 ma. y de la forma del
estimador,

De severds a ba definicitn de curva de sensibilidad, podemos dedir que un
eslimador del parimetro de posicion Y es robisdoen ¢l sentido de que €5 re-
sistenie a la influencia de una dnica observacion separada de la masa de datns,
sl su [Uncitn "curva de sensibilidad” es acotada.

Eemplo 3%, Para los dams hipdieticos del ejemplo 3, caloular las cunvas di
sensibilidad de la media muestral, mediang muoestral, media 0.10-truncada v
media 0. 10-winsorxada.

Salucion

i} Para el estimador media muestral, lenemos:
20
£l

T e (ol 633

T sy e i = =3175
20 20
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635 + x
Tyy(K e Xgy®) = i
21

Luego, la curva de sensibilidad del Es'r.l'.madnr_a £ON respecto a ;:u-ﬂ:ﬂ'.
635 + x 35

Csm":ﬂ =211 - ] = x-3175, ¥x€k
21 210

La grifica de esta funcitn se muestra en la figura 1.1,
De acuerdo a esta grifica, vemos que una observacion x influye, "alterando

el valar de la media muestral en la misma medida que esa observacion sc aleja
de la masa de datos”.

¥ i y
21
Y = 5. (%) Y- 500
0 3725 x 0 Wﬁﬁ X
j/
Figu. 1.1 Fig. 12

i) Para el estimador mediana muestral, s¢ tene:

33+36
Ty e Xod = MEDK.. X0 = —T =355
35 . X=35
Ty Xy Xp®) = MED(x e ST ;E ; iﬁ}-ﬁ}; < 35
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"??



'L

Asi, la curva de sensibilidad del estimador mediana moestral es ;

| 2172 , x£35
G5, (x) = 21IMED{x, . .x,,, x) - 35.5] = 21(x-3559), 35 <x<30
2172 . x236

La grifica de esta fundifn se muestra enla figura 1.2, En esta observamos que
el valorde "x" @l que x = 35 6 x 230 no cambia su influenda influenda constanie )
sobre el valor del estimador mediana muestral, a8 medida que estos valones se
alejan de las observaciones centrales que se encuentran entre 35 y 36,

i) Para el estimador media « - truncada (o= 1084), tenemios:

e S67
Top(pr- X ) = %50 = 6

3194  x<8
. 867 + x

T a0 =

= 35.44

s Bex <44
17
3594 X244

Luego la curva de sensibilidad del estimador media @ - troncada o = 1006

(&4
-33.89 , X2 B
21
Cs =) = § —x-43.78 , Bex<dd
17
10.58 , X244

La grifica se muestra en la figura 1.3, Esta grafica es similar a la grifica de la
curva de sensibilidad de la mediana, con la {nica diferenda de que su indinacién
es menos acentuada, lo cual revela entre olras cosas, que el estimador media @
- truncada considera una proporcion mayor de los datos centrales que la
mediana.

De la grafica 1.3, podemos decir que, despies del punto 8 (a la izquicrda)
y 44 (a la derecha), todos los valores de "x" tienen igual influenda sobre el valor
del estimador media o - truncada, para a = 1086
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¥ ¥
e U] T e s ) £
ey RO L i
% 40|
| |
al & | Iy X
I
I
FOE R & B 1 '.5":35
A '
o ] X
!
| |
-37.89 63.25
Fig. 13 Fig 1.4

iv) Anflogamente, para ¢l estimador media o - winsorizada (o = 10%) s

liene:
Ty Xg) = iuw.m 3
Ty e Xy XD <,

05

20
67121
x (53
e
7 21
x 705
— N ——
21 21
X 619
T 21
7121

=35.25

x5 h

B=x=<2b

WL xs 43

43wy e

X2 d4
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Entances 14 curva de sensibilidad del estimador media o - winsorizda (o=
10948} es:

H3.25 . x=H

3% - B7.25 Bex<20
€8, (x) = o x2-3525 26 < x €43

Ix - 121,25 | 43« x <44

10.75 . K244

La grifica se muestra en la figura 1.4. De la fig 1.4 podemos concluir que, los
valores muesirales de x menares gue 8 y mayores que 44 tienen igual influencia
sobre el valor del estimador media o - winsorizada, para o = Q.10

En general, la curva de sensibilidad describe el efecto que tiene una obser-
vacion adicional sobre el valor del estimador; esto es, la curva de sensibilidad
deserbe el efecto que tiene el error groseroen la muestra. El redondeo o el copia-
do indebido de una observacidn es completamente equivalente a la sustitucifin
de una ohservadon por otra. Asi, la curva de sensibilidad muestra como el redon-
deo o el coplado indebido de una observacion afecta el valor de un estimadaor.

En resumen, Iz curva de sensibilidad nos da una manera de espudiar ambos
aspectns de la resistencia de un estimador.
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FROGEAM THAHAKIZ]: USES CRT: OONST M = 50 TYPE  TADLA = ARBAY[L.M] OF
INTEGER; VAR MEMA,VERMT, MW TR ALFAREAL
FALSO-CHAR;
MTABLA:
Ff.?d.ﬂ.ﬁ.ﬁjﬁh’ﬁ,ﬂ'.ﬂMI’.P..I:IH'.I'EGW;

= LECTURA DE DATOS =)
WRITELNOCUANTOS DATOS DESEA PROCESART:
READLN{N},
FOR =1 TO N D
BEGIN
WHRITECINGRESAR DATOY 1250
READMIITY,
ENL,
WEITELNG (10,  LISTA DE DATOS w—ary
FOR E=1 TO N DX WRITED $,X0:5);
WERITELM;
WRITELN:
(™ PROCESD PARA ORDEMAR LOS DATOS )
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FOR =1 TO N-1 DD

BEGIN

S N

FOR == K TO N DO EEO =X “THEM
BEGIN

AL = X1,

Ellk= X%

K[k= ALTY;

ENiy;

ENE;

(== IMFEESION DE EESULTADOS
TWRITELM( %10, == LISTA DE DATOS ORDENATIOS ==,

FOR I:= 1 TO N DO WERITEC "5, K1j:5);

WRITELN;

WRITELN;

s{-.u; CALCULD DE LA MEDIA o,

FOR [i= 1 TO N DO

5= 5 + MIJ;

M, 1= 5/

(=== CALCULD DE LA MEDIANA ===

A= N DIV 2

IKA™2=N) THEN ME=(EN DIV ZHXIN DIV 2=10/2

BEISE  ME=OEN DIV 2) + 10,

{"'“ CALCULO DE LA VARIANZA  **)
- 0;
F"-')R f =1 TS N D
VER ;= VER + (CXIT] - MATCRI - MAY;
VER = VER/N;
(== CALCULD DE LA MEDIA ALFA TRUNZADA et
1=l
ALRA=U0S;
ALFAL:=TRUNC(N*ALFAY;
FOR | = ALFA=1 TO (N-ALFA1) DO
51-= 8T + XL
MT.= ST/{N-2*ALFAL);
(== CALCULO DE LA MEDIA WINSDORIZADA ey
5N =ik
FOR 1:=ALFAL+2 TO (N- ALFA1-1) DO
S5 + X1,
M=) .tlmi}'cmlfm + 1] + X[H-ALFALH SWHN;
{--*- CALCULO DE LA TREMEDIA =)
Th:=0)
TR:= d}ﬁI‘I’REJ"‘CC{h.I"ﬁ}H]*mE = XIW-TRLMNCCR S S,
==+ [MPRESION DE RESULTADOS =}
WRITELN( 10, * **=  IMPRESION DE RESULTADOS ==
WRITELN;
WRITELN{ 10, MEDIA = *, MA1013);
WRITELN 10, MEDIANA =, ME10:3),
WRITELNG 10, VARIANZA =*, VER:11:3);
WRITELN( 10, MEDIA TR =/, MT:113%
WRITELN 10, 'MEDIA WS =, MW.11:4);
WRETELNG ':10, "TRI MEDIA= |, TRAKS:
FALSO-=READKEY;
END.
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