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1-INTRODUCCION

El objelive del presents frabajo es presentor una tecria de esfimacidn
robusta para &l tolal poblacional de ko varioble de interés Y, esto es, de

N
T =z ¥i

j=j

Semejarte o la desarrollode por Royall y Herson [1973a) y Jesemar

Rodrigues (1964, Esta tecria se desarolla intreduciendo resiricciones a la var
rigble auwdlior X v admifiende que lo varioble de interés Y es modelade madian: 59
te &l madelo de regresion milliple o polinomial. Para tal fin, consideremos la
poblacién de interes con N elementcs que denctames con P={ 1, 2, ..., N}
Ascciada o lo iésima unidod peblacional hay un por de nimeros [x, y), | =
1,2 ..., N con x conocido e y, fijo pera desconocido, Por sjemplo, los
unidades podrion ser ciudades del Perd con x el nimero de habitonies ophos
para el rabajo @ y el nimero de habitantes desempleados en la Hesima
ciudad en un mes en paricular. Una muestra s de famafio n es seleccionada de
la poblacién y los valores de Y asociades con los unidodes muesirles son
observados. Llos nimeras Y ,,..., ¥,, cuya sumo debemes estimar, son tratadas
come valores de variables olegiorias independientes Y, ..., Y, El volor espera
do v la varianzo de ¥ depende de x y serén denctodos por f;.x y vix), respec
fivamente. luege, &l medslo de regresién simple | £- models] podemos escribirla

¥i = fii < e W) d=12..N. (1)
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donde & es una vorichle aleatoria con Ele] = 0, Varle] = 02, gy &, son
independiantes para iwk, § o2 un paramelre desconocide v v(x] s uno
funcidn canacida con v >0, ¥ x>0

5i adoptomos &l modelo [1), oblendremos: una condicidn tol que el est-
mador inzesgado del tofal poblacional bajo el medels anferior se convieria en
estimador insesgado bojo el modelo de regresion multiple.

Ulilizamas la notacién E(&,, &,, . E v|, el cval fue intreducido por
Royall v Herson (197 3a), para denotar el modelo de regresién miliiple

ﬁ=iﬁ.ﬁm+e‘ﬁ A=12,...N (2)
J=a

donde:
il e esuna variable aleatado con Efe] = Oy
Varde] =02 e y g, son independientes parai#k
M xem e - %, 50N canfidadas auxiliaras
conocidas parai= 1, 2,....,.M.
i) o] v,= vix], sip=0, siendo x| una funcién
conocida y
bl v,= vl&, &x,..8x)
slpz1, i l.1 E‘IH e
iv] & toma el valor une o cero, eslio es,
5= 1, si By oporece en el modelo
T 10, si Bag no aporece en & modela

j=Q, 1,2 ..

2 ELECCION DEL ESTMW EL TOTAL POBIACIONAL
UTIIZANDO MODELOS DF REGRESIKON MLULTIPLE

Dearacices 2, 1,= Sea s una muesira de tamofio n seleccionado de la poblacidn
finita Py & el modelo de superpeblacidn adoptods. Se dice que un estimador

8 del porametro @ es  £-insesgodo si:
Eta-0]=0.vE (3)

donde el subindize indica que lo esperanzo esfimada con respecio o la
distribucién de probabilidad del models £

Dearacicwy 2 2 = El enror cuadrético madio del estimadar ] baje el modalo £es
EFM{[E] .E'e[ul ﬂ].’] Lf.:.-g[ﬂ-] {E.:[a_ H: (4)

dodo por:




Sl 8 &5 un estimador & Insesgade de @, entonces |
ECMe[ )= vre[ 3]

Por f tecremo  de Gauss - Markow, el estimodor lineal £-insesgado de @

para gl total pub|ucinnu| T bajo el modeala (1} as &l siguients :

s=,
BRI R p 3 5)
=1 —_—— =l
=1 ?{Ir}

Onservacion 2.1.- 1) 5i vix] = 1, entonces el esimador lineal £- insesgado
para &l total poblocional T es

.| 2|
f‘uuth EL— 2.\:; (63
i=1 gt P=ivl

%

i) 5i vix] =%, de{5) &l estimador lineal £- insesgado para
el 1oil poblacional T es & estimader de razon

E:'” N

Al E.I.‘r (7)
z.:'.i =
-l

i) 5i vix) = %, enfonces el estimader lineal £-4nsesgado

para el ool poblocional T es

F1=Y =1 Z(%]] S ®)

i=l t=n+l

fi="Tr-

iv) Para el modelo |1] con vix) = x*, Horvitz - Thompsen
empleando el plan de muesireo p, donde p, es la prebabili

dod de inclusién definido por

He—m—,iml,2, N

Y5

I=l
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ohtiene el esimador lineal &-insesgade para el total poblacional T dado por

I EE A

m.i[z[.__]]zﬂ ©)

ol = Xi i=1

lema 2 1.~ Si para cualquier plon de muesirec p, los estimodores f1y Bz del
porametro § del modelo £ = (1) que generon a los  estimodornes

T ¥ Ty respectivamente, satislacen la condicién de que

o af]|

poro coda muestra s fol que pls) > O, entonces

ECM;[ﬁ]s Ecm[?"z] (11}
Devosmacion
Después de seleccionar ka muestra, los los estimadores. T1 y T2 puedan
escribirse come i .
Ti= YV ¥

T2= il"eﬂﬁz i.n
il ]

Es facil verificor que
N

b X N
e (1) 3] (-] o 3t
dmir] i=n+l
Por lo tonto, si (10) es valido, enfonces .E'C'H.s{f‘l]s Eﬂﬂg{ﬁ]
62 | Tombién se puede probar que.'f' es un esfimodor  £-insesgodo para el fofal

peblacional T, siy sole si, el estimader generade § es & -insesgado pan &
paramaira B del modelo [1)

Tecwems 2 1 = Sean T, y T, estimadores lineales £-insesgados pora T obte:
nides en la chsarvacian 2.1,
i) 5i la varioble ousxilior = es tol que 0 < x < 1, enfonces

ECM| T, | < ECM[ T, |s ECM[ T, |
i) 5i lo varigble cuxilior » es tol que x 2 1, entonces

EcMg| T, | < ECMe[ T, | < EoMe] 7, |




DEnMOSTRACION
i) Para el supuesio 0 < x < 1, se prusbo focilmente que

var, []'n“l] = imr:{f'!] = var, [f'u]
Del lema | se sigue qus,

ECM;[ T, |< ECMe[ T, |« EoMe[ Ty |
if) Si = 2 1, enfonces los esfimadores gensradores ﬂ.;.ﬂ, ¥ f"g
safisfacen ‘-’lf,;[.éa}]ﬁ"“f[ﬁi]ﬂw.:[ﬁzl
luege por el lema 2.1 se sigue que

Ecue T, | s Ecme[T, | < Eemg[ T, |
il

TeceEma 2.2 = Si m {nx}= Z;, , entonces para cuslquier plon de muastes

J=l
p tal que pls] » 0, se cumple Eﬂlﬁ#[ﬂ]ﬂ Ecﬂfﬁ{fnr]

la prueba de este Teorema es similar ol Del Teorema 2.1, v Tearema 2.2, es
evideni= que porax 2 1 s cumple lo siguiente desiguolded

ECM:| Ty | < ECMg| T, | < ECMe[ T, | < ECM:[ Ty |

Por fanto, Ty es £-Gptimo parax 2 |,

3-  ELECCION DEL ESTIMADOR ROBUSTO PARA EL TOTAL DE UNA FO-
BLACION FINITA UTILZANDO MODELOS DE REGRESION MULTIPLE

El rel fundamental ol seleccionar mueskas cleatorios es el obtener mues:
tras que sean representativas de lo poblacidn en estudio. Cuendo aparecen
valores exiremos © no representatives se origina clerfs rechazo de parte del
investigodor, quien trato de hocer los ajustes necesarics para dividir los unide-
des de o poblacién en muestrales y no muesirales.

Si no se conoce lo suficiente acerca de la relacién entre las variables X e
Y que nes permita corregir el no balanceo de lo muestra, entonces debemos
decidimes por una mussha que sea representafiva con respecio a lo variable
auxiliar X, Una manera de cumplir con esta restriccion es o raves de alguna
farma de AlEATORIZACTON RESTRINGIDA,




2]

Derriciced 3.1 Para cualguier entero positve p, se dice que la muestia aleatoria
s = 5'(p) d= tomofio n seleccionoda de una poblacian finita P sofistoce
lo CONDICICON DE AIEATORZACICN RESTRNGIDA TCon respecio o lo vorioble

auxilior ®, si
>
e p—— r'-l v{x] f=0,1,...p (12)

H = I Z
fv(x)
donde v(x} es una funcién cc.m;x;udu,

Por &l fecrema de Gousstlarkov el esfimader lineal insesgade uniforme-
ments de minima varionza [E.LUAM.V] del 1otal poblacional T bajo &l medelo

E11: wix)); l]",-=,ﬂ,+c;1,|||{.r,}  =1,2,.. N | es el siguiente

N _.,I].iJ.L.
e v(x)) = EF’, s — ‘E|1 W) (13)
=]

ey
Teoeena 3. 1 = 5i 8 = 8'(p) es una muesia olealoria de tamofio n seleccionada
de una pablacian finila P, entonces T{1:v(x)) es insesgado bajo o me

delo de regresién &£(6.8,.....6,:v], para cudlquier funcién v,
Devosreacion

Pememos:

]

(N=n) )
Ey(T{1:(x))-T)= ;| — g'”{ 2 - ¥y,

f=n=l

=] v[;"

88
(N-n) (V- n]l :
L e R

> X

sis=5"[p)




Asl, si seleccionamos una muestio olectorio 8 = s°{p) de famaiio n,

estimodor T{1:w(x)) es robusto en &l senfide de que es insesgado bajo cudl
quier medelo de regresidn milliple,

Ouseracion 3, 1= 5i s es una muesina aleatoria de lemafio n seleccionoda de
une pob]m:mn finita P enfonces al estimador lineal insssgodo uniforme-
mente da minima varianza del total pobl-nmuml T bajo el modelo de

superpoblacién £ (0, 0,.., 0, &, = 1,.0 ., 0:v|x)ayles

EV{I}
T. TA0,....8 =1.....0: X)X ¥ .
tocmibon) el Zaf £
j=012,..p. et 1 x;)

Teciems 3.2.- Si 8 = 8°{p) es uno muestra cleatoria de famafio n seleccionads
de una poblacién finila Pentonces T(1: w(x)) es un ELUMV de T baje

el medelo de regresian milfiple E{Eu,ﬁ,,.--,ﬁp:u*{g}}, dende
v*(x)= H{ﬁliaﬁ,ﬁr i=1,2,...N

J=ll
x-[.r,&niﬁj_t“....,ﬁp,.t@} I:Ill ﬂj}ﬂ j=ﬂ',],|..1F

Si s = 8'(p), enlonces de lo ohservacién 3.1 oblenemos:

T(0...0.8, =10, v{x)r ) =F(Lvx))  Vi=ol..p

luege, el estimader es un ELUMV de T bajo &l madelo de regresion miltiple
£10,.,0,8=10,.0: v[x)x) poro j=0, 1, 2, .., p. Ahom, considerando

el modela £(8, 8.8, =10 By () 5 ] se fiene
£ [ va)-1] = SNl EHILT*"IE,‘"[”’*‘
bl

Asi. &l amor cuddratico medio de T{1:v(x)) depende dnicaments de lo

fbuneién v(x)x; y no de les cosficiantes By By o ﬂ'n' luege, f'[:l! v(x)] esun
esfimadar ELLULMV de T bajo el medele §;,¥i=0,12,..p.

E'-\ e |



ﬂ

De igual forma, el emer cuadrético medio del estimador  T{1:v(x)) bajo &
modelo -5[50_5],.-,.31,:#“[5}}. s

Ee [T(1:v(x)) -7 r ‘ﬁf‘jﬁj‘% [{ﬂl‘ "{"]}_T}z}

=0

y f‘{I: v{x)) es insesgodo bojo el modelo ﬁ[ﬁuﬁ],.--,ﬁpzv*[g], eniances,
T(1:w(x)) es un esfimador E.LU.MV. de T bajo ol modelo £

4- EECCION DEL ESTWADOR ROBUSTO PARA EL TOTAL DE UNA
5

POBLACION 5
MIAL
Si reemplazomes xy=x/ ,i=1,2,.. Ny |=01, .. peonel

modelo (2] entonces obtenemos un madele parficular ﬁp*{lﬁu._ﬁlu...ﬁpr v{.r]].
conccido coma modelo de regrasion polinemiol. Este modelo ko podemos escri-

bir asi: (1)
rf-iﬁJﬁﬁf+ei,ll' v(x;) i=12,..N
j=0

donde:

i) e es uno voriable alectorio con E[e] = O, Vorle] = o,
& v & son independiertes para | ek

W) x,z%....x7 son cantidodes auxiliores conocidas
para 1= 1,2, N

iil) v(x) s una funcién polinomial conacida.

iv) &; es un indicador que toma valor cero o uno, es decit

p L, 5i el thrminc Bx/ estd presente en el modelo
/10, en el caso contraria

para =0, 1, 2, ... p.




OesepaCiond 4. 1. 5i € 25 una muesta oleatoria de tomafio n seleccionada
de una poblacion finila P; entonces el ELUM.M del total poblacional T

baje &l modele de regresion p::-|linn::min:|! g" (L:v{x)) es
(5 HJE
)= 3 Y+ oL ()
i=]
e
Asl, el estimador éptima dsl total poblacional bajo &l modelo £7(1: w(x))
es el esfimador de razén T,
Bajo &l modelo £7(0,.,0,8; =1,0..0:v{x}) el sesgo del estimader
Tp(0,l:x) pora cuslquier mussha s de tamafio n seleccionada de la poble-

cién finita es

W
Ses| T, (0.1:3)]= ina'pﬂj["‘ IT] (16)
donde Py
p 2
3.0 2 =l U _ m o=, T=%"
fl N

Desracicons 4, 1.~ Para cualquier entero pesitivo p, se dice que ko musstia dleate:
fin 8 = 55*(p) de lamaiio n seleccionada de una poblacién finita P es
MUESTRA BALANCEADA CON raapm:l‘n al jésimo moments, si satislace la condl-

ciEn
3+ >

et =230 ¥i=012.p. (A7)
Onservacion 4. 2.~
al Si la muestra seleccionada de una peblacion finita P es 8 = 5 *(p)
 entonces Ty (0,1:x) &5 un esfimader insesgade de T baojo el medelo da regre-
sién polinamial E7(8y, 8. 8,:v(x)) -
b| Andlogamente, i lo muesta saleccisnada de una poblacian finita P
es 8= 553*%(p), entonces

Ty, (01:x) = T(1:1) = T —-Zn

=]

E



Asi, f}u{ﬂ,l::} es ELUMY, de T poro uno muesira s = 55 *(p) . Uno

condicién de aleatorizacién resiringuida para & modelo de regresién poline
mial, similar o lo que se dié en lo definicion 3.1 es el siguiente.

Derracici 4. 2.» Para cualquier enfero posifive p, se dice que la muastra cleals
a8 = g *(p) detomafic n seleccionada de una poblacian finita P

satishace la condicion de ABATORAZACION RESTRINGIDA con respacio a la
variable cuxiliar x, s

N fi
8.
2 2
=l - e . ¥i=D12,....p (18)
N=n E 1

=1 "'{"i}

donde v{x| es uno funcion polincmial conocida.
Bajo el modelo -EF"EEE,Q....EP:.:] el error cuodrilice medio del esfima-

dor fﬁ{l:x] para una muasita 8 = s, *(p} de tamafio n seleccionada de una

poblacion finita P, es . -
H H_ T
Eon [Ty, (12)-T] .t_.,_i_;__fia.

N

donde 2
x;
;; = ?ﬂ—
-n
. Para una raccitn pequefia de muestrie, x; es apreximodomente igual o
68 N
X
e - ;I ' Consecuentemente,
i
- o N(N=n)x
Ef,,[TPﬁ{I:I}—T]= JE_E

For fanto, podemas decir que lo expresién || B) proporcionn proteccion
cantra el sesgo del estimader F,, (0,1:x) bojo el modelo de regresien poline-

mial £%(8;.6,,...8,:x).
Oaseevacon 4, 3o El estimador f,h{l::] chtenido con la muesira s = #*p
es ms eficients que el estimador de expansién Ty cbtenide con una




muestra balonceads s = s3*(p) . ombos baojo el modelo de
regresion pofinomial (1,1 v*(x)) donde v*(x)=68%x+827, es

decir
Eg,,{fp.,{l:x}-l‘rﬂ E{_,.n[f'g- TF

EEMPIO 1.= o Tobla 2.1 presenta el Producto Bruto Intemo y e Consumo
Privado en soles de base 1979 de 20 afios. Estos datos fueron obteni-
dos del compendio esiadistico del INE| 1992-1993 v &5 una muesia
seleccionoda del conjunto de datos correspandientes al periade 1950 -
1992, mediante &l muestreo cleatorio simple. Por oiro lodo se fijd una
confiabilidad del 5%, de que el eror de eslimocién sea menar que
o /3, donde o ez la vorianza de la parte cleatoria del modelo, Asi,

considerando la Frmula Nz 1o
"“m-l}aﬂzmi?
para N =43, Z . = 1.96, el lomonio de la muesio resulka
43(1.96) o’
4:(—;'5}:1.95}“.::’

De acverdo con &l marco muestral y usendo la 1abla de nimeros aleato-
rios, se obfiene los siguienies companentes de la poblaciénlidentificados con
los nomeros oleatorios): 04, 12, 43, 21, 22, 08, 41, 09, 15, 19, 07, 35,
25 37,32 27,30, 26, 38, 11. Asociados a cada uno de esios nimeros con
las afios del periode 1950 - 1992 se obfiene la muestra de lo Toblo 2.1,

=

Para esfimar &l iotol del consume privado para dicho periodo considere

mos los variables:
X [VARIABLE ALIXILIAR) - PBl anual en soles de base 1979,

Y (VARIABLE PRINCIPAL): Consume privade anual en soles de base 1979,

utilizands lo informacian de la Tabla 2.1 v el progroma 2 del
gpéndice, los estimadores del total del consume privade para el periedo 1950
- 1992 son presentodas en la tabla 2.2,




Jams 2.1
Producio Bruto Interna y Consuma Priveda (en soles de base 1979) en el pericr

.; o
[ S
jﬂ:b 'l

Fuante: Dotos progorcionndas poe ol INEI {1773)



Tania 2.2
Esfimaciones del tolal del consumo privade en base a los datos de lo Tabla 2.1

Comparando los vorianzas de los estimodores del parémetro 8, tene-

el e ]
Por consiguiente, segin el lema 2.1, Teorema 2.1 y Teorema 2.2, para
la restriccion de lo variable ousiiar X [X = 1), se varifica

EcM|f,] < Ecul T | s cM|f, | < ECM [T |

Por lo tants, para un plan de muesireo oleatorio simple, T, es &-opfimo. l 71
Eevee 2, (Receeson Mdmag]

El conjunte de dates de la labla 2.3, representa a los impertaciones
anuales correspondientas ol pericdo 1950 1992 |N=43|. También se regisir,
los volores de dos variobles auxiliores que se iilizan para estimar el total de
impanaciones en & perodo indicads y son:

Variables ouxiliares:
X1 PMindice de precios de los importaciones en base a 1979
X2 PBIFS [Producia brulo intemno en scles de base 1979

Varable principal
Y : M79 (imporiaciones en soles de bose 1979).




Fijanda una canfiakilidod del 95%, de que el srmor de estimacidn sea menor
que /3, el famafio de la muesko resubio:

NZlaizc” 43{1.95]’::’
N+ Tt %_] +(1.96)?

luego wilizando la tobla de nimeros cleatorios, se obiwe los siguientes

de lo poblacisnlidentificados con los nimercs: 06, 18, 42, 03,

22,08, 41, 09, 15,19, 07,35, 24,28, 32 27, 40, 26, 33 'Iunadn-
1ugnru|nmm#nqmmpﬂ$mhnninﬁ:blu23

=20

Datos de importociones y voriables ouxiliores
ANO ' X,) PBI(X,)

Fante: Batos plopaecencans par ol WEL (19931




Segin |B], el valor del estimador dal tokgl po

i
Py

i=1
10210.87
51174.4

=10,210.87 -l-[ ]57, 194,095
=21,623.638

Por lo tante, la impartacian lokal en el perode 1950-1992 fue de
21,623,538 nueves soles.

CONCLUSIOMNES

Las principales esnclusiones que se deducen del presente frabajo son -

El estimadar T, es &ptimo cuands la restriceidn de la variable susiliar x
es (O< x <1 baojo el mvesireo aleatorio simple sin reposician .

El astimadar f, es Aptima cuande lo restriccién de la variable ouwdlior x

es x2 |, tank para el muestrec aleatords simple con reemplazamients
como para el muestrea de probobilidod de inclusian definido por Horvi-

tz=-Thompson.
El estimadar  T(1: v(x)) es robusto bajo el modelo de regresién milfiple

{Eg.,..,-ﬂ‘,: v(x*(x})} emplecnda el mueshen qua sofisface la condicion
de gleatorizacidn restringida con respecto a la voriable ousdliar .

El estimador T e robusio bajo el muestea balanceada con respecto ol
iésimo momenta, para esfimar el tolal de una pablocien finita que se
ajusia o un modelo de regresion polinemial de grade p v funcidn de
varionza proporcienal a x para j=0,1,...p
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