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RESUMEN

El nimero es un concepto abstracto que aparecié simultanea-
mente en el mundo, pero no de modo uniforme. Cada grupo
humano tuvo una grafia particular para representarlos. Estos
dialectos numéricos fueron desarrollandose hasta transfor-
marse en el lenguaje universal conformado por el sistema
numeérico indoarabigo, conformado por diez simbolos: 0; 1; 2;
3; 4; 5;6; 7, 8y 9 o digitos, en recuerdo de la base antropo-
morfica en la que se supone estd basado (los diez dedos de
las manos). El proceso de contar posiblemente haya sido una
aplicacion anterior a otras, segun avanzaba el desarrollo tecno-
l6gico: medir, ordenar y codificar. Por eso, en el transcurso del
tiempo, han ido apareciendo los ndmeros que se utilizan en la
actualidad: enteros, racionales, irracionales, reales y complejos.
Ademas, aparecen otros nimeros reales cuyo interés es pura-
mente matematico, como los nimeros trascendentes, nlime-
ros algebraicos y numeros normales. Desde la antigiiedad, los
nimeros naturales también han tenido una funcion Iidica de
modo que, conforme a ciertos procesos de adicion o multiplica-
cion, se han definido los nimeros primos, nimeros perfectos,
ndmeros amigos y una larga lista de nameros con nombres de
fantasia. Sin embargo, no debe perderse de vista que la base
para encriptar mensajes (funcién de codificacion de los nime-
ros) esta basada en los nimeros primos.

Palabras clave:
Ndmero / Tipos de nimeros (naturales, enteros, racionales, irra-
cionales, reales y complejos) / Cardinal de un conjunto / Conjunto
numerable / Conjunto no numerable / Nimeros notables (primos,
perfectos, amigos)

ABSTRACT

The number is an abstract concept that appeared in various geogra-
phical points of the planet almost simultaneously but not in a
uniform way. Each human group had a particular script to represent
them. These numerical dialects were developed until becoming the
universal language conformed by the numerical system indoarabic,
which is a positional system conformed by ten symbols: 0; 1; 2; 3;
4;5;6;7;8and 9. These symbols are called digits in memory of
the anthropomorphic basis on which it is assumed to be based (the
ten fingers of the hands). The process of counting may have been
the primordial application that human beings made of the numbers.
Then, as the technology that transformed the surrounding world
developed, they used their other basic properties: measuring, orde-
ring, and coding.

The numbers that are used to count were called natural numbers
but to meet the demands of technological development are insu-
fficient. For this reason, in the course of time, the numbers —
currently used — have appeared, that is to say whole, rational,
irrational, real and complex. In addition, other real numbers appear,
but their use is purely mathematical like the transcendent numbers,
algebraic numbers and normal numbers. Since ancient times,
natural numbers have also had a ludic function so that, according
to certain processes of addition or multiplication, prime numbers,
perfect numbers, frignd numbers and a long list of numbers with
fancy names have been defined. However, it should not be over-
looked that the basis for encrypting messages (code encoding
function) is based on prime numbers.

Keywords:

Number / Types of Numbers (Natural, Whole, Rational, Irrational,
Real and Complex) / Cardinal of a Set/ Numerable Set / Non-Coun-
table Set / Notable Numbers (Primes, Perfects, Friends).

1 Eltitulo es un homenaje a Julio Cortazar por el libro Todos los fuegos el fuego (1966).
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Introduccion al mundo del nimero

| reconocido matematico contemporaneo lan Stewart (2009), autor de varios libros de divulgacion de la matematica,

afirma que sin los nameros la civilizacion, tal como la conocemos, no podria existir. Mario Livio (2009) escribe que

el filosofo francés René Descartes (1596-1650) queria que las explicaciones cientificas estén dadas en el lenguaje
matemdtico y por esto, Descartes afirmaba lo siguiente: “No reconozco sustancia alguna en las entidades corpdreas salvo
lo que los gedmetras llaman cantidad y convierten en el objeto de sus demostraciones.. .Y, siendo que todos los fendmenos
naturales pueden explicarse de este modo, sostengo que ningtn otro principio es admisible o siquiera deseable en fisica™.
Por otro lado, el filosofo escocés David Hume (1711-1776), citado por Jesus Mosterin (2008), escribe acerca del enten-
dimiento humano: “Si cogemos en nuestras manos un libro cualquiera. .., preguntémonos, ¢ contiene algtin razonamiento
abstracto sobre la cantidad o el nimero? No. ¢Contiene algln razonamiento experimental sobre asuntos de hecho y de
existencia? No®. Entonces arrojémoslo a las llamas pues no puede contener sino sofismas* y engafios”. Estas afirmaciones
son muy radicales, pero sirven para resaltar, de algiin modo, la importancia que ha tenido el nimero en el desarrollo de
nuestra civilizacion. Y si no, realice el siguiente ejercicio mental: imagine que un dia despierta y se encuentra en un mundo
donde no existen ni los nimeros ni los pensamientos numéricos. El desorden y el caos se instalarian no solo en su vida,
sino en toda la sociedad a la cual pertenece, porque se habrian perdido las cuatro funciones basicas utilizadas del nimero,
como son contar, ordenar, medir y codificar las cosas. Todo seria muy complicado y el mundo seria muy diferente al que
conocemos: una pesadilla. Cabe indicar que las dos primeras funciones del nimero, contar y ordenar, aparecieron casi
con los nimeros mientras que la tercera, medir, aparece por la necesidad de comparar las magnitudes asociadas a lo que
rodea al hombre con un patron-unidad. La dltima, codificar, es la funcion numérica que recién ha aparecido pero que esta
adquiriendo una gran importancia debido a la tecnologia que actualmente impera en nuestra civilizacion.

Parece que, en base a esta posible pesadilla, el escritor de temas cientificos Isaac Asimov, en su libro De los nimeros y su
historia (1988), decia “No creo que haya hoy sobre la Tierra una tribu de seres humanos, por mas primitiva que sea, que no
tenga alguna nocidn del nimero”. Pero esta afirmacion es negada por la realidad, puesto que, tanto en la antigiiledad como
en nuestra época, han existido y existen grupos humanos para los cuales la pesadilla mencionada no tiene ninguna razon de
ser ya que no tienen desarrollado el concepto del nimero. Daniel Tammet (2015) sefiala que la tribu amazonica brasilefia de
los piraha es una sociedad que vive totalmente al margen de los ndmeros. El lenguaje con el que se comunican tiene solo
ocho consonantes y tres vocales y carecen de numerales. La informacion que se conoce sobre esta tribu se debe al lingiista
californiano Daniel Everett, que ha dedicado treinta afios de su vida a estudiarlos, conviviendo con ellos. En el mismo libro,
Tammet agrega que entre las culturas que manejan pocos ndmeros estan los caquintes del Peru, quienes cuentan uno
(aparo) y dos (mavite), al tres lo llaman “es otro mas”, al cuatro “el que le sigue”; los veddas una tribu indigena de Sri Lanka,
usa palabras solamente para el uno (ekkamai) y el dos (dekkamai) porque para cantidades mayores contindan “y uno mas,
y uno mas, y uno mas...”. Estos grupos humanos son minoritarios frente al resto de culturas del mundo porque muchos
pueblos como los sumerios, indios, chinos, europeos y mayas, entre otros, si desarrollaron el concepto de nimero de una
manera clara y precisa, incluyendo su simbolizacion la cual, evidentemente, era muy propia de cada cultura. Puede afirmarse
que los numeros aparecieron universalmente en la antigtiedad, pero no de forma uniforme.

Desde su aparicion, los numeros se han aplicado a la vida cotidiana. Al parecer su primera aplicacion fue contar cosas.
¢Cuantos son los miembros de la tribu? (la Biblia contiene un libro denominado Nimeros, en el que se presenta la cantidad
de integrantes de cada tribu del pueblo israelita, ademas de otros temas referentes a la doctrina cristiana), ¢, cuantos animales
de caza se han avistado?, ¢ cuantos dias faltan para que vuelva a aparecer la luna llena? Para esos grupos humanos conocer
las respuestas a estas preguntas era, a veces, cuestion de vida o muerte. Por ejemplo, la respuesta a la pregunta ¢cuantas
fieras salvajes vienen?, era la diferencia entre tener comida o ser comida. En el mismo ejemplo, ¢quién da la orden de
atacar? ¢ Quién dispara primero? ¢ Quién recibe el primer trozo de carne? La aparicion de la jerarquizacion en la realizacion
de las actividades significo el surgimiento de un ordenamiento: primero fulano, luego mengano...

Estos procesos de contar y ordenar se tornaron algo comdn y aceptado por los grupos humanos cuando dejaron la etapa
de cazador-recolector para iniciar la de agricultor-ganadero ya que, al establecerse en un lugar, tenian necesidad de conocer
cuantos animales conformaban su rebafio o cada cuantos dias debian sembrar o cosechar. Ademas, aparecio la necesidad
de medir los terrenos que pasaron de ser comunales a ser propiedad individual. Esto es, los niimeros se utilizaban no solo
para contar y ordenar, sino también para medir.

2  René Descartes, en Principios de la filosofia (1644).
3  David Hume, en Investigacidn sobre el conocimiento humano (1748).

4 Sofisma: Argumento falso, presentado para inducir al error. Sinénimos: Argucia, engano, falsedad.
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Al principio no existian simbolos para representar los nimeros. Por ejemplo, un pastor no tenia forma de conocer, en
todo momento, cuantas ovejas conformaban su rebafio. Hasta que alguno creativo establecio una relacion entre las ovejas
del rebafio y un montdn de piedrecillas®, de modo que a cada oveja le correspondia una piedrecilla y a cada piedrecilla le
correspondia una oveja. Este primitivo proceso de contar ha quedado perennizado por la palabra “calculo”, que corresponde
a una parte importante de la matematica, ya que proviene del latin calculus, que significa piedra. En la matematica actual,
al proceso de relacionar cada oveja con una piedrecilla se le denomina correspondencia biunivoca entre dos conjuntos (o
relacion uno-a-uno). Mas adelante, se indica como el matematico aleman George Cantor (1848-1918) utilizo esta relacion
para presentarnos los conjuntos numerables, conjuntos no numerables y, luego, los nimeros transfinitos.

Para contar, ademas de los montones de piedrecillas, se utilizaban los dedos, marcas en palos o huesos (Hueso de Ishango®),
nudos en cuerdas (quipus’) y algunas otras maneras ingeniosas de ir contabilizando las cosas. La forma mas simple era afiadir
una sefial tras otra sin importar su forma. Pero esto era tan engorroso como cargar consigo el monton de piedrecillas. En
casi todas las culturas, y en diferentes épocas, la creatividad del ser humano simplifico este proceso, al establecer que luego
de cierta cantidad de sefiales, se utilizara otra sefial diferente, de manera que representara a todos los objetos contabilizados
hasta esa parte. La cantidad sefialada es lo que actualmente se conoce como base del sistema de numeracion utilizado.
Las bases mas usadas en el mundo antiguo tenian referencias antropomarficas: cinco (por los dedos de una mano), diez
(los dedos de las dos manos), veinte (los dedos de las manos y de los pies). Por esta razon, en la matematica se utiliza la
palabra “digito”, que proviene del latin digitus que significa ‘dedo’, como sinénimo de ndmero que Se expresa con un solo
simbolo. Algunas excepciones fueron los babilonios en la region mesopotamica, que usaban el 10 y el 60 como base, y los
mayas en América, quienes usaron el 5y 20 como base. En la actualidad, la base 60 se sigue utilizando tanto en la medida
del tiempo (una hora se divide en 60 minutos y un minuto en 60 segundos), como en la medida de los angulos mediante el
sistema sexagesimal (un angulo sexagesimal se divide en 60 angulos de 1 minuto y cada uno de estos angulos se dividen
en 60 angulos de 1 segundo).

En este articulo no se pretende relatar la historia de los nimeros, sino presentar una clasificacion muy sucinta de los
mismos, asi como destacar algunos de ellos. Con esto en mente, nos referiremos, a continuacion, al sistema de numeracion
que utilizamos en la actualidad. A este sistema numérico no se llegd directamente sino a través de los meandros de los
descubrimientos cientificos, con avances y retrocesos, con inspiracion y, evidentemente, mucha transpiracion.

Este sistema de numeracion es posicional de base 10 y cuenta con los digitos 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 y 9. Fue creado en
la India pero, por haber sido popularizado por los drabes, se les denomina niimeros arabigos. Aunque fue Leonardo de
Pisa, mas conocido como Fibonacci, quien, al publicar el libro Liber abaci (Libro del dbaco o Libro del célculo), en 1202,
los hizo conocer en Europa. Fibonacci mostro la importancia del nuevo sistema de numeracion, que facilitaba los calculos
que se utilizaban tanto en la contabilidad comercial (transacciones comerciales, cambio de una moneda a otra) como en la
conversion de las diferentes medidas de longitud, area y volumen usadas en la época. Pero en sus paginas, no solo mostro
la parte utilitaria del nuevo sistema de numeracion, sino que presento la descomposicion de un nimero en sus factores
primos y criterios de divisibilidad, entre otros resultados matematicos. La popularidad del nuevo sistema numérico crecio
a gran velocidad entre las personas cultas y, especialmente, entre los comerciantes y banqueros.El prolifico y excéntrico
matematico hingaro Paul Erdés (1913-1996) escribid lo siguiente acerca de la belleza de los numeros: “Es como preguntar
por qué la Novena Sinfonia de Beethoven es bella. Si no ve que es asi, nadie se lo puede explicar. Yo sé que los nimeros
son bellos, si no lo son, nada lo es”. Y como la poesia es la manifestacion de la belleza a través de la palabra, entonces no
puede estar ajena a este influjo numérico. Por ello, los poetas espafioles Rafael Alberti (1902-1999) y José Veron (1946),
asi como el poeta chileno Pablo Neruda (1904-1973), entre otros poetas, dedican unos versos muy sentidos, el primero
en El dngel de los niimeros, el segundo en la Balada de los niimeros, y el tercero en dos poemas: Oda a los nimeros'y el
titulado Por su brevedad y belleza poética, presentamos el poema de Alberti: Virgenes con escuadras/y compases, velando/
las celestes pizarras. /Y el angel de los niimeros, /pensativo, volando del 1 al 2, del 2/al 3, del 3 al 4. /Tizas frias y esponjas/
rayaban y borraban/la luz de los espacios. /Ni sol, luna, ni estrellas, /ni el repentino verde/del rayoy el relampago, / ni el aire.

5 Homero, en su libro La Odisea, cuenta que el gigante Polifemo, enceguecido por Ulises, hacia lo mismo que el pastor crea-
tivo: sentado cada mafana, a la entrada de su cueva, controlaba el ingreso y salida de las ovejas de su rebafo mediante
un grupo de piedras. La historia de Polifemo es una de las referencias literarias méas antiguas de la correspondencia biunivoca
entre los objetos que forman los conjuntos de ovejas y de piedras.

6 El Hueso de Ishango es un hueso de babuino con diversas marcas, hallado por el explorador belga Jean de Heinzelin, en
1960, en una zona que hoy pertenece a la Republica Democratica del Congo. Ha sido estudiado por diferentes cientificos,
quienes han sefialado que esas marcas indican alguna destreza matematica que va mas alla del proceso de contar.

7 Indican los historiadores de la época incaica que los quipus estan de alguna manera relacionados con el sistema de conta-
bilidad de la administracion del imperio incaico. Es decir, con los procesos de contar.
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Sdlo nieblas. / Virgenes sin escuadras, / sin compases, llorando. /Y en las muertas pizarras, /el angel de los niimeros, /sin
vida, amortajado /sobre el 1y el 2, / sobre el 3, sobre el 4...

Realmente, como podemos ver, los nimeros son omnipresentes: estan en casi todas las actividades que realizamos.

Antes de presentar una clasificacion de los nimeros, procuremos responder la pregunta crucial: ;Qué es el numero?
Recurriendo al Diccionario de la Real Academia de la Lengua Espariola (DRAE) se encuentran catorce acepciones correspon-
dientes a numero, de las cuales solamente la primera (expresion de una cantidad con relacion a su unidad) es la que mas se
acerca al sentido que se le da al nimero en la matematica. Pero la respuesta no es facil, porque, como sefiala lan Stewart
(2009), “...Los calculos con nimeros pueden ser duros; obtener el nimero correcto puede ser dificil. Incluso asi, es mucho
mas facil utilizar nimeros que especificar qué son realmente”. Mas adelante, en el mismo texto, indica que “El significado
de ‘nimero’ es un problema filosofico y conceptual sorprendentemente dificil. Todo es mas frustrante por el hecho de que
todos conocemos perfectamente como utilizar los nimeros. Sabemos como se comportan, pero no sabemos lo que son”.
De este modo, lan Stewart adopta la misma posicion que San Agustin respecto de la pregunta: ¢ Qué es, pues, el tiempo??
Parafraseando al filosofo catdlico, parece que nos invita a decir: “Si nadie me pregunta qué es el namero, lo sé; pero si
quiero explicarselo al que me lo pregunta, no lo sé”. Por otro lado, el matematico aleman Richard Dedekind (1831-1916), en
la monografia ;Qué son y para qué sirven los nimeros? (1887) afirma que los nimeros son creaciones libres del espiritu
humano, sirven como medio para concebir mas facil y claramente la diversidad de las cosas. A continuacion, asevera que
la ciencia de los nimeros debe erigirse sobre el fundamento de relacionar cosas con cosas, hacer corresponder una cosa
a otra o representar una cosa mediante otra. El fundamento mencionado por Dedekind es la base para que el matematico
aleman Gottlob Frege (1848-1925) presente en su libro Los fundamentos de la aritmética una definicion de nimero natural
a partir del concepto de conjunto del siguiente modo: el nimero natural es el conjunto de todos los conjuntos para los
que puede establecerse una correspondencia uno-a-uno con el conjunto estandar {a,; a,...; a, }. Asi, el nimero 2 es el
conjunto {...{m, n},{perro,; gato}{X; Y}{A y B son los extremo del segmento AB },{m;-1},...}

Para Dedekind y Frege los nimeros naturales son los cardinales de los conjuntos finitos y, por eso, Joaquin Navarro (2011)
presenta la siguiente definicion moderna del niamero natural de modo recursivo:

0={i;1=(0};2={0;1};3={0;1;2};4={0;1;2;3};...;n={0;1;2;3;...n-1}
Debe destacarse que el conjunto se denomina conjunto vacio porque no tiene ningdn elemento y fue el matematico francés
André Weil (1906-1998), quien sugirio la letra danesa @ para representarlo. Parece que el simbolo escogido por Weil sigue

la regla no escrita de colocar una diagonal sobre lo que un simbolo afirma, para expresar su negacion: € (pertenece), € (no
pertenece); = (igual), = (no es igual); c (incluido), ¢ (no incluido) y, en este caso, 0 (universo), @ (vacio).

Clasificacion de los niimeros

La clasificacion de los nimeros, que a continuacion se presenta, esta basada en la forma actual de presentacion de los
ndmeros en el mundo académico: nimeros naturales, nimeros enteros, nimeros racionales, nimeros irracionales, nime-
ros reales y nimeros complejos.

e Los numeros naturales son los nimeros por antonomasia: en la actualidad, cada vez que una persona piensa en un
ndmero piensa en un nimero natural... de una manera natural. De ahi su nombre: naturales. Estos ndmeros son
usados para contar objetos; por esto, el pastor de las piedrecillas los utilizaba para contar sus ovejas, sin saber que
eran nimeros naturales. El conjunto de los nimeros naturales se denota con N (letra inicial de natural) y se presenta del
siguiente modo: N={0; 1; 2; 3; 4;...}, donde los tres puntos suspensivos significa que los nimeros naturales contindan
hacia la derecha, agregandole una unidad al nimero de la izquierda.

8 “;Qué es, pues, el tiempo? Si nadie me lo pregunta, lo sé; pero si quiero explicarselo al que me lo pregunta, no lo sé. Lo que si digo sin
vacilacion es que sé que si nada pasase no habria tiempo pasado; y si nada sucediese, no habria tiempo futuro; y si nada existiese, no
habria tiempo presente. Pero aquellos dos tiempos, pretérito y futuro, como pueden ser, si el pretérito ya no es y el futuro todavia no es?
Y en cuanto al presente, si fuese siempre presente y no pasase a ser pretérito, ya no seria tiempo, sino eternidad. Si el presente, para ser
tiempo, es necesario que pase a ser pretérito, ;como deciros que existe éste, cuya causa o razon de ser esta en dejar de ser, de tal modo
que no podemos decir con verdad que existe el tiempo sino en cuanto tiende a no ser?” San Agustin de Hipona en Confesiones (400 d.C.).
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e Laadiciony multiplicacion de dos niimeros naturales es siempre un nimero natural. Esta propiedad se denomina clau-
sura. Pero la sustraccion, division y radicacion de ndmeros naturales no verifica esta propiedad, ya que los resultados
correspondientes a estas operaciones no siempre son nimeros naturales. Por ejemplo, no son nimeros naturales las
respuestas que corresponden a las operaciones 2-4;5/3 y v 16.

Cabe resaltar que los nimeros naturales se utilizan para determinar la cantidad y el orden de las cosas del mundo.
En el primer caso, se dice que se trata de nimeros cardinalesy, en el segundo, de nimeros ordinales. Por ejemplo,
el simbolo 2 se lee “dos” en los niimeros cardinales y con él nos estamos refiriendo a dos cosas cualesquiera (dos
amigos, dos proposiciones). Sin embargo, este mismo 2 se lee “segundo” en los nimeros ordinales y estaremos
indicando que lo sefialado con 2 ocupa la segunda posicion.

Si recordamos el proceso de comparar piedrecillas con las ovejas parece ser que los nimeros cardinales aparecieron
antes que los ntimeros ordinales porque habia la necesidad de contar. Pero algunos estudiosos del tema afirman
que, en los grupos humanos antiguos, por cuestiones religiosas, antes que la cantidad de objetos estuvo el orden de
prelacion acerca de quién es primero, quién es segundo y asi sucesivamente. En otras palabras, no se puede precisar
cual de estos tipos de niimeros aparecieron en los albores de la civilizacion.

e Los nimeros enteros son una ampliacion de los nimeros naturales y se los utiliza para expresar la posicion relativa del
niimero con respecto al cero. Al conjunto de los nimeros enteros se le denota con Z (letra inicial de la palabra alemana
Zahlen, que significa nimeros) y se presenta de este modo Z= { ..;-2;-1;0; 1; 2; ...}, donde los puntos suspensivos
significan que los nimeros enteros contintian hacia la izquierda y hacia la derecha.

La adicion, multiplicacion y sustraccion de dos nimeros enteros verifican la propiedad de clausura. Pero la division y
radicacion de nimeros enteros no verifica dicha propiedad. Por ejemplo, no son niimeros enteros ni 2/3 niv2.

El nimero de elementos de un conjunto se denomina cardinal del conjunto y se denota por card(A) . Los conjuntos
finitos tienen por cardinal un nimero natural. En cambio, para el cardinal de un conjunto infinito el matematico aleman
George Cantor (1845-1918) cred los nimeros transfinitos (mas alla de lo finito), simbolizandolos por la primera
letra del alfabeto hebreo X (aleph) acompanada de un subindice: & , & , 8 , X..... llamados aleph-0, aleph-1, aleph-2,
aleph-3... EI menor de los nimeros transfinitos es el cardinal de N. Esto es, card(N)=X . Su creador presentd una
aritmética de los nimeros transfinitos, destacandose, entre otras operaciones, las siguientes: 8 +X =R, X +8 =K.,
R +R,=R,, KR =R -

Obsérvese que todo namero natural es un nimero entero, pero existen nimeros enteros que no son nimeros natu-
rales. En las matematicas esta afirmacion se simboliza como NcZ y se lee: N esté incluida en Z y parece obvio que el
cardinal de N debe ser menor que el de Z Pero esto, como veremos mas adelante, no es cierto.

Cantor denomin6 conjunto numerable, o contable, a un conjunto A de infinitos elementos tal que entre los elementos
del conjunto Ay los niimeros naturales puede efectuarse una relacion uno-a-uno. Ademas, indico que, en este caso, se
cumple card (A)=X,,. Mostro que los siguientes subconjuntos de N impares, pares, primos, miiltiplos de 4, potencias
de 2, entre otros subconjuntos, son numerables, porque a cada uno de esos subconjuntos se le puede aplicar una
correspondencia uno-a-uno con N. La existencia de esta relacion contradice la afirmacion euclidiano-aristotélica de
que el fodo es mayor que cualquiera de sus partes, porque, en los casos mencionados, el todo, N, tiene tantos
elementos como cualquiera de los subconjuntos indicados. Cabe sefialar que un resultado similar ya habia sido
obtenido por el astrénomo, fisico, matemético y filosofo italiano Galileo Galilei (1564-1642), quien, en Didlogos sobre
los dos méximos sistemas del mundo (1632), sefialaba que entre los nimeros naturales ny sus cuadrados n? podia
establecerse una relacion uno-a-uno, de modo que no podia afirmarse que el fodo era mayor que una de sus partes.
Pero Galileo aducia que los atributos de “igual, “mayor” y “menor” no tienen lugar en los infinitos, sino solo en las
cantidades finitas.

Sin embargo, Cantor demostrd que Z es numerable porque a cada nimero entero se le puede asociar un inico numero
entero natural. Gon los nimeros naturales y nimeros enteros hizo lo mismo que el pastorcillo con sus ovejas y las
piedrecillas, pero de una manera muy ingeniosa: el 0 entero lo asoci6 con el 0 natural (0<0), cada nimero entero
positivo lo asocio con un ndmero naturalimpar (11;263; 3-5;...) y cada numero entero negativo lo asocio con un
numero natural par (-1<2; —2¢ 4; -3 <6; —4 <8: ...). De este modo, como a cada numero entero le corresponde
un dnico nimero natural, entonces Z es numerable. Y si es numerable se verifica que card(Z)=x,. Por lo tanto,

card(Z)= card (N)= .
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Hay que resaltar que los conjuntos Ny Z son conjuntos discretos porque entre dos elementos contiguos no existe un
elemento intermedio. Por ejemplo, entre 5y 6 no existe un nimero natural intermedio, asi como entre —1y 0 no se
encuentra un nimero entero.

e Los nameros racionales son aquellos que se escriben como el cociente de dos nimeros enteros en los que el divisor
no es cero. El nombre de racional viene de “razdn” que en matematicas es sindnimo de cociente o division o fraccion.
Cabe resaltar que la notacion decimal de los nimeros racionales, tal como en la actualidad se usa, se baso en el libro
De Thiende (El decimal), escrita por el matematico belga Simon Stevin (1548-1620), alrededor de 1585. En el libro se
presentd tanto la notacion decimal como la forma de realizar calculos con la misma.

Al conjunto de los numeros racionales se le denota con @ (letra inicial de la palabra inglesa quotient). Se presenta del
siguiente modo: Q ={p/a/p € Z, q € Z, q = 0}. Se cumple que N c Z c Q. Esto es, los nlimeros naturalesy nimeros
enteros son nimeros racionales porque basta con presentarlos como fracciones con denominador igual a 1. Sin
embargo, existen nlimeros racionales que no son ni naturales ni enteros, como 0,24 0 —13/11 . Algunos nimeros
racionales son 1/2; 666; 3,1416; 5 ; —%;1,2=1,222 .. = 11/9.

La adicion, multiplicacion, sustraccion y division de dos nimeros racionales verifican la propiedad de clausura. Pero la
radicacion de nimeros racionales no la verifica, porque algunos radicales no corresponden a fracciones. Por ejemplo,
V2, Y9y V=2 no son niimeros racionales.

El conjunto Q, a diferencia de los conjuntos N'y Z , no es un conjunto discreto, sino que es un conjunto denso, ya que
entre dos niimeros racionales siempre podemos hallar otro nimero racional: bastara con determinar la semisuma de
los mismos. Asi, entre 1/3'y 1/2 se encuentra 5/12 porque es la semisuma de los mismos. Y entre 1/3 y 1/2, por el
mismo procedimiento, se encuentra 3/8. Es evidente que este proceso no tiene fin. Consecuentemente, un segmento
de recta numeérica, por pequefio que sea, contiene infinitos nimeros racionales y algunos niimeros enteros o ninguno.
A pesar de esto, Cantor demostrd que el conjunto @ es numerable. La forma como construy6 la correspondencia
uno-a-uno entre los nimeros naturales y los nimeros racionales es una muestra del genio matematico de Cantor,
quien procedio del siguiente modo: coloco en una linea las fracciones que estan formadas por dos ndmeros naturales,
excluyendo al cero como denominador, tomando en cuenta la suma de su numerador y de su denominador. Comenz6
con la tnica fraccion cuya suma de sus componentes es igual a 1, 1a cual es 0/1. Siguid con otra tnica fraccion cuya
suma de sus componentes es 2, que es 1/1. Luego, las fracciones en las que esta suma es 3, que son 1/2 y 2/1
Continud con las fracciones, cuya suma de componentes es 4, que son 1/3 y 3/1 (no tomo en cuenta 2/2 porque es
igual a que ya fue considerada) y prosiguio con las fracciones cuya suma es luego, las fracciones cuya suma es igual
a 6, y asi sucesivamente, pero sin considerar a aquellas fracciones que son iguales a alguna fraccion que ya aparecio
en la lista. Obtuvo la siguiente sucesion de nimeros racionales.

01,11,1/2,21,1/3, 311, 1/4,2/3, 3/2,1/5,5/1,1/6, 2/5, 3/4, 4/3,5/2, 6/1 . ...

Cualquier numero racional aparecera en la sucesion. Para esto bastara con prolongarla convenientemente. Para que
aparezcan todos los racionales incluyo los racionales negativos, colocandolos alternamente con los racionales de la
lista obtenida anteriormente:

01,11, -11,1/2,-1/2, 211, -211,1/3, -1/3, 3/1, -3/1,1/4, -1/4, 3/4, -3/4,
y luego, esta ultima lista la emparejo con los nimeros naturales, como se muestra a continuacion:

(074 B V2 I Vi 1/2 -172 2/1 -2/ 1/3 -1/3 3/ -3/1

L

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

De este modo, Gantor mostro que card (Q,) = K. En consecuencia, los nimeros naturales, enteros y racionales son

conjuntos numerables y tienen la misma cantidad de elementos: card(N) = card(z) = card(Q,) = X,.

e Los ndmeros irracionales son ndmeros que no pueden escribirse como una razén de ndmeros enteros (de ahi su
nombre nidmero irracional nimero que no es racional).

A este conjunto se le denota con I (letra inicial de la palabra irracional) y, conforme a su nombre, se le presenta como
I={x/x#(p/q), p € Z, q € Z, q#0} 0, a veces, como I={x/x tiene una expresion decimal infinita y no periodica}
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porque no existe un nimero irracional que a la vez sea racional, y 10s nimeros racionales se caracterizan por tener
una expresion finita o infinita periddica. Por esto, en la teoria de conjuntos se afirma que QNI =@y se dice que son
conjuntos disjuntos.

Algunos nimeros irracionales son: &; T; ; @ = 1+V/5 (nimero de oro); V3 y V—16.
2

El conjunto T no es numerable, como se vera mas adelante.

Las operaciones de adicion, multiplicacion, sustraccion, division y radicacion de numeros irracionales no verifican la
propiedad de clausura, porque, por ejemplo, las respuestas a las operaciones v2 + (—v2), (1V6) (1V/6), t-my e/n
no son nimeros irracionales, sino nimeros racionales.

La radicacion de niimeros irracionales tampoco verifica la propiedad de clausura, ya que, por ejemplo, v—/2 no
pertenece a I porque no existe ningtn nimero jrracional cuyo cuadrado sea igual a —v/2.

La presencia de los nimeros irracionales en la matematica es tan antigua como algunos historiadores de esta ciencia
lo afirman (parece que los babilonios ya los conocian). No obstante, es un lugar comuin decir que aparecieron con
la escuela pitagorica. Incluso, se le atribuye a uno de sus integrantes, Hippasus de Metaponto, el descubrimiento del
primer niimero irracional,v/2, el cual, irénicamente, apareci6 al aplicar el teorema de Pitdgoras para calcular la longitud
de la diagonal de un cuadrado cuyo lado media una unidad de medida. Este descubrimiento contradecia la esencia
del pensamiento de Pitdgoras y de sus seguidores, quienes sostenian que fodo esta dispuesto segtin el nimero, pero
esta afirmacion la realizaban refiriéndose a los nameros enteros y nimeros racionales. Hippasus fue invitado por
algunos colegas pitagoricos a un paseo mar adentro, para, supuestamente, celebrar su descubrimiento. Pero como
el objetivo era silenciarlo para que no lo hiciera pablico, del paseo Hippasus no volvio. Una aplicacion mas de si no te
gusta el mensaje, elimina al mensajero. Y, como siempre, la eliminacion es indtil, porque si el mensaje tiene valor de
todos modos prevalecera: los irracionales irrumpieron en la matematica para quedarse y se demuestra, de una manera
sencilla, que hay mas nimeros irracionales que nimeros racionales.

Los numeros racionales, 10s que presentan periodos decimales, y los nimeros irracionales, tienen una diferencia
musical, porque si se asigna una nota a cada digito del numero racional se oiria un sonido que se repite, como un
estribillo, mientras que para el nimero irracional, por la aparicion desordenada de sus digitos, las notas aparecerian
sin formar una melodia.

e Los numeros reales no son nimeros diferentes a los que hasta ahora han sido presentados, sino que es un nombre
comun a todos ellos. Esto es, los nimeros naturales, enteros, racionales e irracionales son nimeros reales. Una carac-
terizacion comun a los ndmeros reales, entre otras, estriba en representarlos en forma decimal, conforme al método
de escritura numérica creada por Simon Stevin, tal como se ha indicado anteriormente. Los numeros naturales y
nimeros enteros tienen la representacion decimal mas sencilla porque después de la coma decimal no tienen digitos
diferentes de cero. Los numeros racionales tienen una representacion decimal conformada por infinitos digitos, pero
que, después del punto decimal, a partir de un digito determinado, se repite un grupo de cifras una y otra vez (la cifra
que se repite se denomina periodo decimal). Los nimeros irracionales también tienen una representacion decimal
conformada por infinitos digitos, pero, a diferencia de los nimeros racionales, no poseen periodo. El conjunto de
los nimeros reales se denota por R (letra inicial de la palabra real) y, conforme a lo indicado en el parrafo anterior,
se afirma que R =QUI debido a que un ndmero real cualquiera o tiene una presentacion decimal periédica (namero
natural, entero o racional) o tiene una presentacion decimal no periodica (nimero irracional).

George Cantor demostrd que N,Z y Q son conjuntos numerables, tal como se ha precisado anteriormente y, mostrando
su creatividad matematica, prob6 que el conjunto R no es numerable. Su razonamiento es tan original que en la mate-
matica se le denomina demostracion diagonal o razonamiento diagonal, el cual, en esencia, es una demostracion por
reduccion al absurdo, que es un argumento ampliamente utilizado en la demostracion de teoremas en matematicas®.
Por esto, como Cantor afirmaba que el conjunto no es numerable, entonces, usando el método mencionado, supuso
que es numerable. Luego, a partir de esta suposicion, presentd una correspondencia uno-a-uno entre todos los
nimeros naturales y todos los nimeros reales. A continuacion, construyd un nimero real que no se encuentra en la
correspondencia presentada ya que no puede emparejarse con ningtin niumero natural. En consecuencia, es falso que

9  Este argumento consiste en demostrar que una proposicion matematica es verdadera, probando que si fuera falsa entonces
conduciria a una contradiccion con alguna proposicion verdadera previamente establecida.
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sea numerable: Esto es, R no es numerable. Conforme a Pifieiro (2013), se presenta un ejemplo con el cual se muestra
el proceso seguido por Gantor para mostrar que no es numerable. La relacion se presenta hasta el nimero natural 6
pero la lista, evidentemente, continta indefinidamente:

N phiobeidat sortura decima)
0 PN 4,66666666... (14/3)

1 o -2,19919919. .. (-2197)/ 999
2 o 3,14159265... T

3 P 12, 00000000... 12

4 o 1,41421356... V2

5 o -1,00000000... -

6 o 0,69696969. . 23/35

La forma como se ha establecido la relacion entre los nimeros de los dos conjuntos es irrelevante, porque el razonamiento
diagonal que utilizé6 Cantor se aplica sin importar cudl sea la regla de asignacion. Solamente interesan los digitos que
estan después de la coma decimal: se han puesto en negrita los digitos que se encuentran en la diagonal que comienza
en el extremo superior izquierdo y continda descendiendo hacia la derecha (en el ejemplo la diagonal comienza con 6y
luego siguen 9,1, 0, 1, 0, 6,...). Ahora, el numero real x que se esta buscando, el cual queda fuera de la relacion, puede
tener cualquier parte entera, por ejemplo 4, y sus digitos, después de la coma decimal, estaran relacionados con los que
aparecen en la diagonal del siguiente modo: el primer digito decimal de x es igual a la primera cifra de la diagonal mas
el segundo digito decimal de es el segundo digito de la diagonal al cual se le suma 1y se continlia sucesivamente (Si en
algan paso la suma es 10 entonces se escribe 0 en el lugar correspondiente de x). En este ejemplo el nimero real x empieza
con 4,7021217 ... y no le corresponde ningtin ndmero natural, debido a que no es el asignado al nimero 0, porque ambos
difieren en el primer digito decimal; ni al asignado al 1, ya que difieren en el segundo digito. Tampoco puede ser el que le
corresponde al 2, porque ambos difieren en el tercer digito... y asi sucesivamente. Es decir, no existe una correspondencia
uno-a-uno porque el nimero real x ha quedado fuera de la relacion uno-a-uno. Por consiguiente, R no es numerable. Una
consecuencia de este resultado es que los ndmeros reales no pueden contarse ya que no puede determinarse qué nimero
real le sigue a un namero real dado. Por ejemplo, ¢qué numero real le sigue al 4? ¢Sera 4,0001 0 4,000000000000000001
La respuesta es: ninguno de ellos. Ademas, nadie sabe, ni sabra, cual es el nimero que le sigue al debido a que cualquiera
que sea la cantidad de ceros que se escriba después de la coma decimal y antes del 1 siempre se le podra agregar otro cero.

Si relacionamos los nimeros reales con el devenir del tiempo, entonces “al numero dado” lo relacionamos con “este ins-
tante”. Pero no sabemos, a ciencia cierta, cual es “el instante siguiente”, porque en cuanto pretendemos asirlo, el “instante
siguiente” ya es otro. El conjunto de rock Los enanitos verdes grafica lo dicho en unos versos de su cancion “La muralla”
(1987), cuando dice “...estoy parado sobre la muralla que divide todo lo que fuede lo que serd...”. Parafraseando, diriamos:
Cada vez que queramos que algo sea... ya fue: Vivimos con un pie en el pasado y el otro en el futuro.

jAdemas, se ha visto que el conjunto @ es numerable y como se cumple que R = QUI entonces el conjunto I necesa-
riamente debe ser no numerable, porque, en caso contrario, el segundo miembro de la igualdad seria la union de dos
conjuntos numerables y, por tanto, R deberia ser numerable, contradiciendo el resultado obtenido, que indica que no lo es.
Esto significa que en R existen “mas” nlimeros irracionales que nimeros racionales, ya que estos (ltimos pueden contarse
mientras que los primeros ni siquiera los podemos contar. La condicion de conjunto no numerable de R depende de la no
numerabilidad del conjunto I.

Por otro lado, se dice que un nimero real es algebraico si es la solucion de una ecuacién polinémica cuyos coeficientes
son nimeros racionales, y si no es algebraico entonces el nimero real se denomina frascendente’®. Esto es, los ndmeros

10 El nombre trascendente se debe al matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783), quien decia que estos numeros
trascienden el poder de los métodos algebraicos, tal como cita Joaquin Navarro (2011) No tiene ninguna connotacion
filosofica adicional.
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trascendentes no pueden ser obtenidos directamente mediante la resolucion de una ecuacion polinémica con coeficientes
racionales, sino como raices de cualquier otro tipo de ecuacion.

Por ejemplo, son ndmeros algebraicos todos los niimeros racionales, incluyendo a los nimeros naturales y a los nime-

ros enteros, porque son raices de ecuaciones que tienen la forma ax + b = 0 También los nimeros irracionales, tales

como V3y 1+_\/§ son nimeros algebraicos, porque el primero es raiz de la ecuacion polinémica x>— 3 = 0, mientras que
> s

el segundo, llamado el nimero de oro, es raiz de la ecuacion polinémica x> —x—1 = 0.

Algunos niimeros trascendentes destacados son m,e,e™, 2¥2 (constante de Hilbert). Otros niimeros trascendentes son el
creado en 1945 por el matematico norteamericano Arthur Copeland (1898-1970) y el matemético hiingaro Paul Erdds
(1913-1996), llamado ndmero de Copeland-Erdds: 0,2357111317... (El nimero consiste en todos los nimeros primos a
partir de 2); y el creado en 1933 por el matematico inglés David Chapernowne (1912-2000), llamado nimero de Chapernow-
ne:0,1234567891011... (El nimero esta conformado por todos los ndmeros naturales).

Se demuestra que la adicion de dos nimeros algebraicos es otro nimero algebraico y que la suma de un nimero algebraico
y un ntmero trascendente es un ndmero trascendente. Pero el resultado de la suma de dos nimeros trascendentes puede
Ser o un numero frascendente o un nimero algebraico. Por ejemplo, 1a suma de los nimeros trascendentes 5+ my—my
es igual al nimero algebraico /5. Ademas, la suma de los niimeros trascendentes T + 2 es un nimero trascendente. Sin
embargo, no se sabe si, los dos nimeros trascendentes mas famosos, son racionales o irracionales, y, Si son irracionales,
si son trascendentes o algebraicos. La mayoria de los matematicos supone que son irracionalesy trascendentes, pero en
matematicas no basta ni el consenso ni las mayorias para decidir: se debe acudir a una demostracion y no a una votacion.

De acuerdo a los ejemplos presentados, se ve que los ndmeros racionales y algunos numeros irracionales son nimeros
algebraicos. El resto de nimeros irracionales son nimeros trascendentes. Entonces, parece obvio que hay mas ndmeros
algebraicos que nameros frascendentes. Pero esta afirmacion es falsa, ya que Cantor demostro que el conjunto de ndmeros
algebraicos es numerable (la demostracion contiene detalles técnicos que embrollarian el texto), y como R = AUT, se
sigue que, aplicando un analisis similar al presentado para justificar que el conjunto I no es numerable, el conjunto T no
es numerable. Es decir, hay mds nimeros reales trascendentes que nimeros reales algebraicos. Los notables nimeros
(relaciona la longitud de una circunferencia con su diametro) y (base de los logaritmos naturales) son nimeros irracionales
que pertenecen al conjunto no numerable de los nimeros reales trascendentes, mientras que « (razon durea, nimero de
oro, nuimero dorado,...) es un nimero irracional que pertenece al conjunto numerable de los ndmeros reales algebraicos.

El primero de los siguientes diagramas de Venn-Euler grafica la clasificacion de los nimeros reales respecto de la Numera-
bilidad/No numerabilidad y el segundo diagrama, respecto de lo Algebraicol Trascendente.

e “%

R = QuI
= {Numerable} U {No numerable}

vum: [0 A: [
R=AUT
No num.: 5 v T: =

La saga de los niimeros reales contindia. Esto, porque el matematico francés Emile Borel (1871-1956), en el afio 1909, dio a
conocer el concepto de niimero real normal. Este nuevo niimero es un ndmero jrracional, escrito en cualquier base, cuyos
digitos, considerando la parte entera y los que estan después de la coma decimal, siguen una distribucion uniforme en la
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presentacion de los digitos que la conforman, en el sentido de que las cifras 0; 1; 2; ... 9, las combinaciones de dos en dos,
detresentres,...de en digitos, tienen igual probabilidad de aparicion (por esto, debieron llamarse nimeros uniformes, pero
su creador prefirio nameros normales). Borel, recurriendo a la demostracion por reduccion al absurdo™, mostré que existen
infinitos nimeros normales. Sin embargo, no present6 un ejemplo de nimero normal. Sin embargo, el matematico polaco
Waclaw Sierpinski (1882-1969) publico el primer ejemplo de nimero normal en un articulo de la edicion 45 del Bulletin
de la Société Mathématique de France publicado en 1917. Otros niimeros normales son el niimero de Copeland-Erdésyy el
ndmero de Champernowne. No se sabe si oS nimeros y son normales.

Se demuestra que el conjunto de los nimeros normales no es numerable y que abarcan a casi todo R. Esto es, que la
“mayoria” de los nimeros reales son normales.

Aqui se deja este apasionante tema, a pesar de que hay mas informacion sobre los nimeros normales y otros tipos espe-
ciales de nimeros reales, como los niimeros computables o nimeros construibles, entre otros, lo que significaria entrar en
detalles técnicos que dificultarian la lectura de este documento. Para otra vez sera.

Respecto de la propiedad de clausura, los ndmeros reales la verifican para la adicion, sustraccion, multiplicacion y division,
pero no sucede lo mismo para la radicacion de niimeros reales, ya que, por ejemplo,v-4 no es un nimero real.

Los niimeros complejos abarcan a los numeros reales y a los nimeros imaginarios. El conjunto se denota por c siendo
c={a+bi/a € R, b € R, i=/-1}.La expresion o+ bi s un nlimero realsi b = 0, y es un nimero imaginario si o = 0.
Como los nameros complejos también se pueden representar como pares ordenados de nimeros reales (a;b), entonces
su representacion geométrica se realiza en un plano que recibe el nombre de plano de Argand, en recuerdo del matematico
suizo Jean Argand (1768-1822), quien, en un ensayo publicado en 1806, postuld esta representacion, que ya habia sido
sugerida en 1799 por el matematico noruego Caspar Wessel, aunque sin mucho éxito. En esencia, el nimero complejo es
la respuesta a la pregunta ¢ qué representa la raiz cuadrada de un ndmero negativo?, cuya primera referencia documentada
se remonta al siglo |, cuando el matematico griego Heron de Alejandria (aproximadamente entre 10y 75 d.C.), en un célculo
realizado en su obra Stereometria, obtiene . Luego, por el afio 275, el matemético griego Diofanto (aproximadamente entre
200 y 284), considerado el padre del algebra, planted resolver una ecuacion con raices complejas (un dato interesante
acerca de este matematico es que, a pesar de no conocerse las fechas exactas de su nacimiento y muerte, por su epitafio’,
escrito como un problema de algebra, se sabe que vivio 84 afios). Durante muchos afios se tratd de esquivar la respuesta
a la pregunta, evitando que aparecieran en los calculos, pero ante su presencia pertinaz no hubo otra posibilidad que
enfrentarla. EI matemético suizo Leonhard Euler (1707-1783) fue el primero en utilizar la notacién i =v-1, relacionando los
ndmeros complejos con la funcién exponencial y las funciones trigonométricas del siguiente modo: e* = cosx + isenx. Euler
es el creador de la expresion matematica e™+ 1 = 0, considerada la mas bella™ de las matematicas, ya que contiene a las
constantes matematicas e, i, 7, 1, 0 en una relacion muy sencilla.

Algunos niimeros complejos son 1; —3; 5/7; 1t; V2; @;v-4; ; 4 + 5i; —10i. En matematica se muestra que el conjunto c no
es numerable, siguiendo un razonamiento parecido a la No numerabilidad de R. Las operaciones de adicion, sustraccion,
multiplicacién, division y radicacion de nimeros complejos verifican la propiedad de clausura.

Obsérvese que se comenzd con el conjunto de los ndmeros naturales, en el cual no se verifica la propiedad de clausura para
la sustraccion y, a partir de ahi, se ha ido ampliando este conjunto hasta llegar al conjunto de los nimeros complejos, en el
cual todas las operaciones basicas verifican la propiedad de clausura.

En la vida cotidiana las personas utilizan los nimeros para medir, contar y ordenar. Para estos procesos generalmente
son necesarios los nimeros naturales, enteros y racionales. Esta afirmacion no niega que, a veces, en alguna actividad, se
necesite de un nimero irracional, el cual serd usado con un valor aproximado. Por ejemplo, Tt (relacion entre la longitud
de una circunferencia y su didmetro) es un nimero irracional y, cada vez que es utilizado en algan célculo, se utiliza el valor
aproximado de 3,1416 0 3,14.

11 El matematico inglés G.H. Hardy (1877-1947) decia sobre la demostracion por reduccion al absurdo: “Se trata de una estra-
tegia mucho mas refinada que cualquier jugada de ajedrez: un ajedrecista se puede permitir sacrificar un peén o incluso
alguna otra pieza, pero un matematico arriesga la partida entera”.

12 “Transelnte, esta es la tumba de Diofanto: los nimeros pueden mostrar, joh maravilla!, la duracién de su vida. Su nifiez
ocupo la sexta parte de su vida; después, durante la decimosegunda parte, de vello se cubrieron sus mejillas. Pas6 aun
una séptima parte de su vida antes de tomar esposa y, cinco afios después, tuvo un precioso nifio que, una vez alcanzada
la mitad de la edad de su padre, pereci6é de una muerte desgraciada. Su padre tuvo que sobrevivirle, llorandole, durante
cuatro afos. De todo esto se deduce su edad” (Respuesta: la edad de Diofanto es 84 afos. Algunas respuestas adicionales:
se caso a los 26 afos de edad, tuvo un hijo a los 38 afnos y el hijo vivié 42 afos).

lim <M o

13 Clifflord Pickover, prolifico autor contemporaneo de libros sobre matematicas, indica que la formula  7-c n"\/ﬁ> ,del

matematico escocés James Stirling (1692-1770), tiene una belleza que conmueve a los matematicos (en la formula apare-

cen diferentes operaciones del numero natural n).
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Los ntimeros complejos, en cambio, tienen pocas probabilidades de aparecer en los problemas del dia a dia que se refieran
a medir, contar, ordenar y codificar objetos. Pero en la mecdnica cuantica, electronica y electricidad, entre otras areas de
las ciencias, su aplicacion ha sido notoria. Incluso, se afirma que sin la presencia de estos nimeros la energia eléctrica no
existiria y aun estariamos utilizando la energia no renovable del carbdn, con todas las consecuencias que su uso conlleva.

Niimeros nolables

Algunos ntmeros tienen ciertas regularidades o caracteristicas que los diferencian de los otros nimeros. Estos nimeros
pueden pertenecer a cualquiera de los conjuntos numéricos presentados en el acapite anterior. Tal como dice Gabriel Nava-
rro en Un curso de ndmeros (2007), “Algunas veces, cuando tratamos con niimeros, no es sencillo distinguir lo que es
matemadticamente relevante de lo que tiene un interés preferentemente lidico”. Estos dos aspectos, la relevancia y lo lidico,
han guiado la seleccion de los ndmeros notables que a continuacion presentamos: primos, perfectos y amigos. Los tres
ndmeros son conocidos desde la época de los griegos. Ademas, los ndmeros primos tienen un rol protagdnico en la actua-
lidad, ya que participan en la encriptacion de la informacion para no hacer de conocimiento publico lo que es confidencial o
reservado; esto sucede, asimismo, en los nimeros perfectosy amigos, por la relacion que tienen con los nimeros primos.

Los numeros irracionales, T, ey ¢ v , tienen una enorme importancia en muchas de las aplicaciones de las matematicas.
Para presentarlas se necesitaria un libro o, por lo menos, un articulo, el cual sera presentado posteriormente.

Solamente mencionaremos a los nimeros naturales que tienen un interés lidico, que muy bien pueden llamarse ndmeros
de fantasia. La siguiente lista de nimeros no es exhaustiva: ambiciosos, apocalipticos, automorfos, casi perfectos, ciclicos,
curiosos, hambrientos, infelices, intocables, felices, malvados, narcisistas, novios, oblongos, odiosos, omirp, piramidales,
poderosos, raros, rectangulares, repunit, sociables, sordos, trimorfos, vampiros...

Nameros primos

Un nimero natural n, mayor que 1, se llama primo (o simple), cuando solamente tiene dos divisores: 1y .Y sitiene mas de
dos divisores, entonces el nimero se denomina compuesto. Por ejemplo, son niimeros primos 2; ... 23; ...; 313...; porque
2 es divisible solo por 1, en tanto 2 y 23 son divisibles unicamente por 1y 23; por otro lado, ...313 es divisible solamente
por 1 y 313 mientras que son nimeros compuestos: 4; 6; ... 144;... ya que 4 tiene como divisores 1; 2 y 4; 6 tiene como
divisores a 1; 2; 3y 6;...144; tiene como divisores a 1; 2; 3; 4; 6; 8; 12; 18; 36; 72 y 144.

Los nimeros primos tienen importancia matematica, porque el Teorema Fundamental de la Aritmética, también llamado
Teorema de Factorizacién Unica, nos indica que cualquier niimero natural n > tal como n>1 se puede escribir como un pro-
ducto de potencias de nimeros primos entre si'. Haciendo un simil, puede afirmarse que los nimeros primos conforman
el ADN de los ndmeros. Por ejemplo,120 = 2° x 3x5, 666 = 2 x 3>x 37.

El matematico griego Euclides (aproximadamente entre 330 a.C. y 275 a.C.), en su libro Elementos, demostré que no existe
un nimero primo que sea mayor que todos los nimeros primos. La demostracion es una joya matematica que se inscribe
en las del tipo de reduccion al absurdo.

Al momento de escribir este articulo no se ha encontrado una funcion que genere todos los nimeros primosy parece ser
que su obtencion seguird retando al intelecto humano por muchos afios mas. Lo que se ha ido obteniendo son diversas
funciones polindmicas, como las presentadas por Euler o por Adrien-Marie Legendre (1752-1833); o las funciones expo-
nenciales, presentadas por el matematico francés Fermat (1601-1665) o por el sacerdote, fildsofo y matematico francés
Marin Mersenne (1588-1648). La funcion presentada por Mersenne es Mn = 2n—1, siendo n un nimero primo (esto Gltimo
no es condicion suficiente)', merece una mencidn aparte porque es la que ha producido hasta ahora el mayor nimero
primoy, como veremos después, el mayor nimero perfecto.

14 Los numeros naturales m y n, que no son primos, se denominan primos entre si siempre que el 1 es el unico divisor
comun a my n. Ejemplos: 3y 25,324y 173,...

15 Sila condicion “n es primo” fuera una condicion suficiente, entonces, para probar que 2#-1 es un nimero primo, basta-
ria con mostrar que n es primo. Pero el numero primo 11 produce al reemplazar en la expresion produce el nimero
2047 que no es primo porque 2047=23x89 (ver p. 19 de este articulo).
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Por otro lado, existen muchas conjeturas (afirmaciones que no se sabe si son verdaderas o falsas) referidas a resultados
sobre los nimeros primos. Entre estas se encuentran dos afirmaciones planteadas en 1742 por el matematico ruso Christian
Goldbach (1790-1764), llamadas Conjetura fuerte (todo nimero par mayor de 2 puede escribirse como la suma de dos
nameros primos) y Conjetura débil (todo ndmero impar mayor que 5 puede escribirse como la suma de tres nimeros
primos). El matematico peruano Harald Helfgott, en 2013, ha mostrado que la segunda conjetura es verdadera, por lo que
se ha convertido en un teorema. La resonancia de este logro matematico se ha limitado solamente al @mbito académico de
la matematica: una conjetura menos y un teorema mas. Lo hizo por el honor del espiritu humano.

En la actualidad, los ndmeros primos son una herramienta poderosa para encriptar mensajes (esto es, cumplen la cuarta
funcion de los ndmeros: codificar cosas). Dan una seguridad muy alta, porque descifrar un mensaje escrito utilizando
algoritmos que contengan nimeros primos grandes es muy laborioso, aunque, como lo menciona Joan Gémez en su libro,
sobre codificacion y criptografia, Matematicos, espias y piratas informaticos (2010), no es imposible.

En el entretenido y divertido libro Matemadtica recreativa 1 se presenta el nimero primo capicua
1000000000000066600000000000001 (por si acaso, hay veintiséis ceros repartidos en dos grupos de trece cada
uno), denominado primo de Belfegor. ES un ndmero capictia porque si Se lee de izquierda a derecha o de derecha a
izquierda se obtiene el mismo ntmero. Ojo, cuidado... Belfegor es un demonio conocido como el demonio de la pereza o
el sefior de la apertura, que seduce a las personas ofreciéndoles inventos ingeniosos que supuestamente proporcionan riquezas.

Entre los nimeros primos, que ya son especiales, a partir del nimero primo 3 existen algunos nlimeros primos super
especiales: nimeros primos consecutivos separados por un nimero par. Este tipo de nimeros primos se denomina nimeros
primos gemelos. Los siguientes nimeros primos son primos gemelos: vy, 11y 13, 17y 19, 29 y 31... Pero también hay
ndmeros primos gemelos “gigantescos”, como los siguientes que tienen nada mas que digitos y fueron descubiertos en 2007.

Paolo Giordano (2008) ha escrito la novela La soledad de los niimeros primos, que no tiene nada que ver con los nimeros
primos como tales, sino que es una historia romantica y triste acerca de Alice y Mattia, en la cual el autor hace un simil entre
sus personajes y los ndmeros gemelos primos, porque dice que Mattia pensaba que ély ella eran como dos primos gemelos
que estaban juntos pero no tanto como quisieran, porque siempre se interponia un “nimero par” entre ellos.

El mayor nimero primo que se ha determinado, por lo menos hasta julio de 2016, es el nimero el cual es un niamero primo
de Mersenne. Fue descubierto por Curtis, Kurowski, Blosser y otros colaboradores pertenecientes a la red académica “Gran
Blsqueda en Internet de los Primos de Mersenne” (GIMPS, por sus siglas en inglés, Great Internet Mersenne Prime Search).
El descubrimiento se hizo publico en el boletin de GIMPS, publicado en enero de 2016, en el cual se celebraban los veinte
anos de su creacion.

Nimeros perfectos

Un nimero natural n es perfecto si la suma de sus divisores propios'” es igual a . Estos numeros fueron estudiados
por Pitagoras y sus seguidores pero mas por un afan mistico que por razones numéricas. Los nimeros perfectos mas
pequefios son el 6y el 28 porque la suma de sus divisores verifican la definicion (6 =1+2+3y28=1+2+4 +7 + 14).
Los siguientes dos niimeros perfectos son el 496 y el 8128). Estos cuatro ndmeros ya eran conocidos por 10s griegos.
Doscientos afios después del andlisis que efectuaran los pitagdricos sobre otras propiedades de estos ndmeros, como, por
ejemplo, que los nimeros perfectos siempre son iguales a la suma de una serie consecutiva de nimeros cardinales', tal
como menciona Simon Sing en £/ enigma de Fermat (2015).

Euclides, en los Elementos, present6 el siguiente teorema, mediante el cual se generan ndmeros perfectos, “Si tantos nime-
ros como se quiera, a partir de una unidad, se disponen en proporcion duplicada hasta que su total resulte primo, y el total
multiplicado por el dltimo produce algtin nimero, el producto sera perfecto”, que, escrita en el lenguaje matematico actual,

16 Ver parte final de Numeros perfectos, en la pagina 221 de este articulo.

17 Los divisores propios de un nimero natural n son todos los nimeros naturales mayores o iguales que 1 y menores que n
tales que lo dividen exactamente, es decir el residuo es igual a cero. Ejemplo: Los divisores propios de 36 son: 1; 2; 3; 4;
6;9;12y 18;y los de 15 son: 1; 3 y 5. Ademas, todos los nimeros primos tienen solamente a 1 como divisor propio.

18 Las relaciones son: 6=1+2+3; 28=1+2+3+4+5+6+7;496=1+2+3+...+30+31;

8128=1+2+3+4+ ... 126+127.
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se traduce como: “Si la expresion 2" -1 es un namero primoy P = 2" (2n-1), entonces P es un ndmero perfecto”. Este
teorema indica que cada vez que se obtiene un nimero primo de la forma 2" -1 (ndmero primo de Mersenne), entonces,
para generar un nimero perfecto, es suficiente con multiplicarlo por 2™'-1. Mds de 1500 afios después, Euler demostrd que
todos los nimeros perfectos pares P pueden escribirse como P = 2" - (2n -1), para un namero natural n adecuado. Por
esto, al teorema mencionado, a veces se la conoce, como Teorema de Euclides-Euler.

Los cuatro nimeros perfectos mencionados aparecen en el libro Introductio Aritmeética de Nicomaco de Gerasa (aproxima-
damente entre 60-120). Parece que, basandose en esos resultados, efectud varias conjeturas, algunas de las cuales se ha
demostrado que son falsas, pero hasta el dia de hoy han quedado dos: “Existe una cantidad infinita de nimeros perfectos”,
y “No existen nimeros perfectos impares”. Ademas, en el libro presentd la clasificacidn de los ndmeros en: a) ndmeros
abundantes (la suma de sus divisores propios es mayor que el nimero; por ejemplo, el 12, ya que la suma es 16); b)
nameros deficientes (la suma de sus divisores propios es menor que el nimero; por ejemplo, el 16, puesto que la suma de
sus divisores propios es 15,y es que todos los nimeros primos son deficientes, pues la suma de los divisores propios es)
y €) nimeros perfectos (la suma de sus divisores propios es igual que el nimero; por ejemplo, el 6 es perfecto, porque la
suma es, precisamente 6).

Nicomaco le da a su clasificacion numérica una connotacién moral, afirmando que, en el caso de los nimeros abundantes,
se esta hablando de excesos, exageraciones e, incluso, abusos; en el caso de los ndmeros deficientes, uno se refiere a
privaciones, insuficiencias, deseos no satisfechos, pero, para el caso de los niimeros perfectos, la referencia es la mesura,
decoro, belleza y, por Gltimo, virtud.

Transcurrieron cientos de afios hasta que el matematico aleman Johan Miiller (1436-1476), mas conocido como ‘Regio-
montano’, descubriera los dos siguientes nimeros perfectos. Esto se evidencia en los manuscritos escritos por Miiller,
alrededor de 1460. Estos son 22 (2'°- 1) = 33 550 336 y 2'¢ (2'" - 1) = 8 589 869 056. El quinto nimero rechaza la
afirmacion de Gerasa, quien decia que este nimero perfecto debia tener cinco digitos, y el sexto, la afirmacion de que los
nameros perfectos, alternadamente, terminan en 6 0 en 8 y, de acuerdo a esta afirmacion, el sexto nimero perfecto debia
terminar en 8.

Durante mucho tiempo se crey6 que sin era primo, entonces 2" - 1 tenia que ser primo, pero, en 1536, el matemético Uldarico
Regius mostrd que para el nimero primo 11 esto no es cierto, porque 2" — 1 = 2047 = 23 x 89. Esto es, 2'" -1 no es primo.

El tamafrio de los nlimeros perfectos ha ido creciendo, ya que el mejoramiento de los algoritmos usados y de las tecnologias
aplicadas han hecho posible de que Curtis, Kurowski, Blosser y otros hayan obtenido el 49° ndmero primo de Mersenne'®:
274207281 _ 1 'y por ende, el nimero perfecto 274207280 (274207281 _1) que hasta julio de 2016 es el nimero perfecto mas grande.

Simon Sing (2015) afirma que San Agustin de Hipona (354-430), en La Ciudad de Dios, “sostiene que, aunque Dios podia
haber creado su obra en un instante, decidié hacerlo en seis dias para poner de manifiesto la perfeccion del mundo...El es
un namero perfecto en si mismo y no porque Dios creara todas las cosas en seis dias para que ese nimero sea perfecto.
Y continuaria siéndolo incluso si la obra de los seis dias no existiera.” Ademas, el siguiente niimero perfecto es el 28, que
coincide con el ciclo menstrual/lunar. Por otro lado, el religioso, filésofo y matematico inglés Alcuin de York (730-804), quien
introdujo el Triviumy el Quadrivium, manifiesta que el segundo origen de la raza humana (a partir del Diluvio Universal)
parti6 del nimero deficiente 8, pues ocho fueron los sobrevivientes humanos: Noé, sus tres hijos y sus respectivas esposas.
Asi que la culpa de todo lo malo que le sucede a la humanidad, a partir de ese episodio biblico, lo tiene el nimero deficiente
8. También se afirmaba, en el siglo XII, que el estudio de los nimeros perfectos ayudaba a “sanar las almas” (?).

El divulgador cientifico y filésofo de las ciencias Martin Gardner (1914-2020) decia que “...es complicado encontrar un
conjunto de nimeros naturales con una historia mas fascinante y con propiedades rodeadas de profundos misterios, pero
a su vez mas indtiles que los nimeros perfectos”. El matematico y fisico inglés Peter Barlow (1776-1862), en su libro
Theory of Numbers (1811), afirmd que los niimeros perfectos son simplemente curiosidades sin ninguna utilidad. Y
posiblemente no le falte razon. Pero, al respecto, hay que recordar al matematico aleman Carl Jacobi (1804-1851),
quien, en una carta enviada al matematico francés Adrien-Marie Legendre (1752-1833), le decia, entre otras cosas,
lo siguiente: “M. Fourier?® opinaba que la finalidad primordial de las matematicas consistia en su utilidad puablica y
en la explicacion de los fenémenos naturales; pero un filésofo como él deberia haber sabido que Ia finalidad tinica
de la ciencia es la de rendir honor al espiritu humano y que por ello una cuestion sobre niimeros vale tanto como una
cuestion sobre el sistema del mundo” (La negrita no es de Jacobi).

19 Ver final de Numeros primos, de la pagina 220 de este articulo.
20 Matematico francés Jean-Baptiste Fourier (1768-1830).
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Nimeros amigos

Dos nameros naturales py g son amigos si la suma de los divisores propios de p es igual a gy, viceversa, la suma de los
divisores propios de q es igual a p. El filésofo neopitagorico Jamblico (aproximadamente entre los afios 245 y 330) atribuye
el descubrimiento de los nimeros amigos al mismo Pitagoras, indicando que, al preguntarsele al filosofo “¢qué es un
amigo?”, este respondio; “Alter ego™'. La analogia matemética se refiere a dos niimeros que comparten mutuamente la
adicion de sus divisores propios.

El par de nimeros amigos de menor tamafio son 220y 284 ya que se cumple: 220=1+2+4 +71+142y284=1+2 +4 +
5+10+11+20+ 22 + 44 + 55 + 110, siendo los sumandos de 220 los divisores propios de 284,y los sumandos de los
divisores propios de 220. Estos ndmeros ya eran conocidos por Pitagoras y los miembros de su escuela. Obsérvese que,
curiosamente, el nimero 220 es abundantey el nimero 284 es deficiente.

El matematico y astrénomo turco Thabit ibn Qurrd ibn Marwan al-Sabi al-Harrani (836-901 d.C.), quien, segtn Copérnico,
determind que la rotacién de la Tierra alrededor del Sol duraba 365 dias, 6 horas, 9 minutos y 12 segundos (tan solo un
error de 2 segundos en un célculo realizado manualmente, sin apoyo de la tecnologia), obtuvo, aproximadamente en el afio
850 d.C., una regla para generar nimeros amigos, con la cual se obtenian los tres primeros pares de nimeros amigos. En
Europa, la Regla de Tabit no fue conocida, de modo que cuando, en 1636, Fermat “descubri6” el segundo par (17 296; 18
416) y, en 1638, Descartes “descubrid” el tercer par (9 363 584; 9 437 056) fue porque ambos redescubrieron la Regla
de Tabit. Estos descubrimientos fueron documentados en cartas enviadas por los mencionados matematicos al sacerdote
Marin Mersenne. Cuando interviene Euler en este tema, en 1737, solamente se conocian tres pares de niimeros amigos, los
cuales habian sido descubiertos en dos mil afios. Luego, en 1747, Euler presentd nada menos que una lista de 62 pares de
ndmeros amigos. No desmerece su grandioso logro matematico el que se hayan descubierto que dos parejas de su lista
no son nlimeros amigos. En su investigacion concibio la llamada Regla de Euler, para generar nimeros amigos que tienen
como caso particular a la Regla de Tabit. Un dato anecdético sucedio en 1866, cuando el joven italiano Niccolo Paganini
(no confundir con el eximio violinista), estudiante de secundaria de 16 afios de edad, descubri6 el segundo par de nimeros
amigos mas pequefio: 1184; 1210. Esta pareja de nimeros amigos, tan cercana a la primera pareja, se les “escap6” a los
griegos, drabes y a todos los matematicos de renombre, como Fermat, Descartes, Euler y otros, quienes, sistematicamente,
buscaban afiadir otras parejas a las ya obtenidas.

La basqueda de pares de nimeros amigos contintia. Lo que ha cambiado es la forma de hacerlo, porque hasta pasada la
mitad del siglo pasado se realizaba de manera manual. Pero, en nuestra época, regida por las computadoras, la blisqueda
se realiza aplicando la sofisticacién tecnoldgica con que cada mafiana nos sorprende Silicon Valley. De modo que puede
afirmarse que cuando se hacia la busqueda en forma manual, su hallazgo era algo parecido a encontrar pepitas de oro,
pepitas que ahora se estan convirtiendo en granos de arena, ya que, a la fecha, hay como doce millones de parejas de
nameros amigos.

En la pagina www.vaxasoftware.com? se presenta una lista de 142 pares de nimeros amigos, desde la conformada por los
ndmeros 220 y 284 hasta la conformada por 18 655 744 y 19 154 336.

Al igual que para los nimeros primos'y perfectos, los numeros amigos tienen tres conjeturas que estan pendientes de
ser demostradas: i) Las parejas de nimeros amigos son infinitas, ii) Los nimeros que conforman una pareja de nimeros
amigos siempre tienen la misma paridad, y iii) Los nimeros que conforman una pareja de nimeros amigos impares siempre
son divisibles por tres.

Como dato curioso, mencionaremos que en la Edad Media se vendian talismanes tallados con los nimeros amigos 220y
284, porque creian que, de este modo, se protegia el amor entre las personas que los llevaban. Esto era una extension de lo
que los drabes practicaban, ya que grababan el 220 en una fruta y el 284 en otra fruta de la misma especie. Luego comian
una de ellas y ofrecian la segunda a la elegida de su corazén. En estos casos, los nimeros perfectos tenian la funcion de ser
las flechas de Cupido.

Finalmente, si un nimero es perfecto entonces es un nimero amigo de si mismo. Esto nos recuerda el aforismo del
novelista inglés R.L. Stevenson (1850-1894): “Un amigo es una imagen que tienes de ti mismo”.

21 Alter ego: locucidn latina que puede traducirse como ‘el otro yo'; una persona en que se tiene confianza absoluta y con la
que comparte todo.
22 www.vaxasoftware.com/doc_edu/mat/numamigos_esp.pdf
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